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PREFACE. 



pItisQo'ici renseignement de la Mécanitjue se 
lonnait dans les classes de maihciaaliqnes trans- 
cendantes ; l'Université im]^)ériale a réglé les 
jchoses d'une manière différente; car d'une part, 
f ■'cette classe n'existe pas dans tous les lycées; et 
[ ae l'autre, celle de mathcmatiques spéciales, étant 
r Jtur-tout composée d'élèves qui se préparent aux 
[examens de l'Ecole Polytechnique, on a senti 
f tpi'il leur serait très-utile de trouver dans cette 
classe toutes les ressources qui peuvent favoriser 
leur dessein. C'est sans doute pour cela que les 
nouveaux règlemens ont accordé l'enseigne- 
ment de la Statique au professeur de mathé- 
matiques spéciales, et ont réservé le reste de 
la mécanique pour les mathématiques trans- 
cendantes. 

L'ouvrage de mécanique destine à l'instruc- 

Itîon des élèves était dirigé vers le même but 

Cquon se propose aujourd'hui; mais les moyens 

B l'atteindre sout devenus un peu dîfTçrens. On 
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pouvait craiadi'e que les développemens n'y 
fussent plus suffisans , pour des disciples dont 
l'instruciion préliminaire n'a plus assez d'éten- 
due , tandis que dans d'autres parties , les doi 
trines seraient au contraire superflues , en 
qu'elles reposeraient sur des théorèmes, qui ni 
sont pas compris dans les limites des connais- 
sances exigées des étudîans. Et, en eflet , la 
statique n'est pas nécessaire en entier aux can- 
didats de l'Ecole Polytechnique- D'ailleurs un 
grand nombre d'entre eux pouvait être gêné 
par la nécessité d'acheter un ouvrage dont les 
deux tiers ne doivent pas leur être enseignés 
actuellfiment. 

Il y a plus; dans un ti-ailé complet de méca- 
nique, ce n'est point assez que, chaque doctrine 
ait reçu le degré de clarté et de rigueur dont elle 
est susceptible ; il faut encore que l'auteur ne 
perde jamais de vue le terme de son ouvrage , 
et l'enchaïucinent des proposilions qui doivent 
le composer. Il doit même préférer aux pro- 
cédés plus simples , ceux qui se lîetit le mieux 
avec ceux qui lui deviendront nécessaires parla 
suire. Mais une partie de ces diflicultés cesse 
d'exister dès qu'il ne doit plus traiter qu'une 
liranche tic la science : il tombe duns hi nécessité, 
de se restreiudi'e dans des bocucs plus éU'oites 
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PREFACE. 

et de sacrifier tout ce qui s'éloigne de la sim- 
plicité du plan qu'il -s'est tracé. 

Ces considérations m'ont déterminé à offrir 
cet, ouvrage au public. Il est rédigé dans le 
même esprit que celui qu'il a daigné accueillir 
dans quatre éditions ronséculîves. Cependant si 
remarque que toutes les parties ont été 

Refaites et rédigées dans le but dont il vient 
ffêtre question; que les applications, les théories 

t tous les développemens sont présentés d'une 
Isçon différente ; on ne sera pas étonné que 
ptous l'ayons considéré comme nouveau. Kous 
bous contenterons de citer ici la doctrine des 

entres de gravité comme exemple de ce que 

bus venons d'avancer. 

On trouvera dans cet ouvrage précisément 
, ce qui est exigé par le programme d'ad- 
nïssion à l'Ecole Polytechnique ; nous avons 
ttejeté dans des Notes , poyr l'utilité des élèves 
!qui souhaitent pousser plus loin leur instruc- 
piusieurs docuincs importantes , mais 
ffun ordre de dlflicultés plus élevé : tels sont 
théorèmes du frottement et de l'équilibre 
i forces qui agissent sur un corps solide , 
ibre ou retenu par un point , ou un axe fixes. 
Pn pourra donc considérer ce Traité de Statique 
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<x>mnie nne mtroduction à cehii de mécanique, 
que est tou jouis propre à renseignement des 
autres parties, et qui en outre complette ce 
que le premier peut laisser à désirer , lors- 
qu'on veut embrasser la science dans toute 
son étendue , et avec les ressources du calcul 
différentiel. 



La mécanique recherche les effets que les 
puissances doivent produire sur les corps soumis 
K leur action : si les forces se détruisent , on 
dit quelles se font équilibre; sinon le corps 
prend un mouvement dont la nature dépend de 
1 ctat du système. L'équilibre et le mouvement 
sont donc l'objet de la mécanique. C'est pour 
cela qu'on l'a divisée en quatre parties : 

La Statique ou science de Fëquilibre. 1 des coru^ 

La J}ynamique ou science du mouvement. . . . ) solides. 

U Hydrostatique ou science de Tëquilibre. . . •"! des corps 
U Hydrodynamique ou science du mouvement.) fluides. 

La première de ces divisions doit ici seule 
nous occuper ; et pour en mieux concevoir 
Ie$ limites , nous emprunterons de M. Prony 
le passage suivant ( vojez la Mécanique philoso- 
phique). 
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« Une science quelconque a toujours pour 
■ bases ou matériaux priniiiîrs un certain nom- 
r brc de nouons abstraites ou idées générales 
qu'elle emprunte on de Vtnicl/igencemoycrmef 
ou des sciences intermédiaires. Les opéra- 
tions de l'entendement , dont ces idées sont 
Je résultat , doivent avoir été faites d'avance 
chez ceux qui veulent se livrer à l'élude de 
celte science ; et ils y consacreraient inulile- 
nient leur lems et leurs peines, snns Xaptitude 
que cette préparation préliminaire donne à 
; leur esprit. ). 

. « Ainsi , dans la science de l'équilibre et du 
mouvemenl dont nous allons nous occuper, 
la première connaissance à donner à Yt\h\e^ 
se réduit à lui faire une récapitulation mé- 
thodique de celles des Idées abstraites aux- 
Iqnelles les exercices antérieurs de son esprit 
l'ont déjà conduit , qu'il doit séparer des 
autres pour les considérer sous im poiut do 
vue nouveau et particulier , et en compo- 
ser diverses agrégations représentées par des 
signes qui forment les clémens de la langue 
scientiliquc. D'après cela , le texte de la pre- 
mière leçon de l'instituteur se trouve dans le 
tableau suivant , oii ces idées ab'^liaites ou 
matériaux primitifs sont compris et classés. « 
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ff La mécanique considère en général j» 

c Le^tems; » 

c La force ou puissance^ envisagée quant à ses effets ; 9k 

[étendue* 



' , Cetendu 

géométriques. <^ 

° '■ (ngure. 



/masse. 



tt les propriétés des corps.( l \ ^ . , 

I , . ïimpénétraDÎlitet 

jphysiques. • * ./ ^ 

i imobiUte. 

'inertie. 

* Les deux premiers élémens sont empruntés 
•f de la métaphysique ou idéologie , qui elle- 
«f même les a déduits des premiers produits du 
« sentiment ; les six autres sont tirés de la géo^ 
fi mètrie et de la physique y qui les tiennent 
tr immédiatement de la métaphysique. » 

Pour ne pas compliquer les considérations , 
on ne se sert .pas sur-le-champ de ces trois no- 
tions à-la-fois, et on suppose d'abord que les 
corps qui sont soumis à l'examen , sont dé^ 
pouillés.de plusieurs de leurs propriétés. C'est 
ainsi que nous faisons d'abord abstraciion de 
la notion du tems j c'est-à-dire que nous re* 
cherchons quelles sont les dispositions conve- 
nables à diverses forces qui agissent sur un 
système pour qu'elles le laissent dans le même 
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ctat qa'amit : c*esl en cda cjee consiste en effet 
la statique. 

Pour étudier cette science, et analvser les 
divers cas qui peuvent se présenter, nous suivons 
les mêmes principes, xlinsî nous ne considérons 
d*abord le corps que conmae jouissant de la 
Êiculté de se mouvoir ,: et faisant abstraction 
des autres propriétés , nous ne combinons cette 
notion de la mobilité qu'avec celle de \si force: 
ce qui nous conduit à examiner tous les états 
d'équiJibre des forces qui agissent sur un point 
matériel. ^lais après avoir épuisé tout ce qui 
résulte de ces deux notions , nous faisons entrer 
en considération la figure ; nous restituons aux 
corps rétendue dont on les avait dépouillés par 
la pensée ; et , continuant de faire abstraction 
du tems , nous achevons de traiter la statique. 

Comme la statique s'appuie sur quelques vé- 
rités physiques très -simples , nous renvoyons 
aux traités justement estimés de MM. Haûy et 
Biot , pour tout ce qui est du ressort de celte 
science ^ c'est pour cela que nous ne donnons 
aucun développement sur la loi d'inertie, sur 
Tattraction , etc. Cependant nous croyons de- 
voir prévenir ici d'une chose qui pourrait in* 
duire en erreur , si nous négligions de nous y 
arrêter. 
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La gravité est une force qui solHcile tous 1 
corps de la nature en raison directe de leuri^ 
masses et inverse de leurs distances. Qest i 
vertu de cette loi que la terre décrit dans i 
orbire nue courbe elliptique ( aux incgalitéiP 
près); mais la dynamique apprend que lorsqu'un 
corps tourne sur un axe , chacune de ses parties 
tend à s écarter de cet a\e , comme si elle était 
poussée par une force dirigée suivant le rayon 
du cercle décrit dans ce mouvement ^raloireu 
On doit donc considérer les corps qui 
situés à la surface de la terre , comme soumî| 
à ces deux forces j i". la gravilé qui est dirigée 
au centre de la terre, et 2°. \di force centrifuge 
qui agit vers le point de l'axe terrestre qui est 
le centre du cercle de latitude décrit 1 
mouvemeot diurne. Ces deux forces sont direo 
tement opposées sous l'équateur. Mais partout 
ailleurs elles forment un angle; et non-seule- 
meut l'elCet de la gravilé eu est diminué , maiê, 
en outre la résultante prend une autre direct 
tion , qui est normale à la surface des eauX 
tranquilles. C'est cette résultante que nous nom^ 
mons pesanteur. 

On voit donc qu'on ne doit pas regarder la 
gravité et la pesanteur comme la même force; 
et si nous avons paru le faire ainsi ( pag. 46), 
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PREFACE. XV 

on verra aisément que la stadqae ne pouvant 
s'occaper de la force centrifuge , ni même la 
connsdtre, c'eut été embarrasser inutilement l'es- 
prit des commençans , que d'entrer sur cette 
matière dans des explications peu intelligibles , 
et cela d'ailleurs sans espoir d'en retirer aucun 
avantage. • 

Lorsque nous avons fondé nos raisonnemens 
sup des théories qm appartiennent à d'autres 
parties des mathématiques , nous avons indiqué 
le passage de notre Cours oii on en peut trou- 
ver la démonstration. Nous avons également 
renvoyé aux excellens ouvrages publiés par 
MMl. Lacroix, Haiij,Biot et Legendre, parce que 
l'enseignement en est prescrit dans les lycées. 
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Pag. g. Mettez Tarticle i5 avant l'article i4« 
ai lig, i4* Par rapport, lisez: parallèle, 
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CHAPITRE PREMIER. 

IDe l'Équilibre en général. 

t« Propositions J^ndamentales. 

1, On dit qu'un CORPS est solide^ lorsqu'il est compose 
de parties ou molécules adhérentes les unes aux autres , 
c'est-à-dire qu'on ne peut séparer sans effort* Les mé- 
taux , les pierres , etc. sont autant de corps solides. On 
appelle fluide toute substance composée de molécules peu 
adhérentes , et susceptibles d'obéir au plus léger effort : 
l'eau j l'air, etc« sont des fluides. 

2. L'espace est une étendue considérée comme sans 
bornes , immobile et pénétrable à la matière. C'est à cet 
espace, réel ou idéal, qu'on rapporte, par la pensée^ la 
position des corps. 

Le mouvement est l'état d'un corps qui ne demeuré 
pu constamment dans un m4me li#u , c'oit-à-dire ^qui 

i 
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n^est pas toujours à la même distance des divers points 
fixes de l'espace : cet état est opposé à celui de repos. 

Ainsi concevons dans l'espace trois plans fixes ; si on a 
déterminé la position d'un point par ses distances à ces 
plans , on dit que ce point est en mouvement lorsqu'il 
ne conserve pas ces distances, et que, dans deux instans 
successifs quelconques , les perpendiculaires abaissées de ce 
point sur les trois plans fixes changent de grandeur. 

3. 11 suit de la LOI d'inertie qn'i/« point en repos ne 
peut se donner aucun mouvement ; il est en effet visible 
qu'il ne renferme pas en soi de raison pour se mouvoir 
dans un sens plutôt que dans un autre. La cause qui 
change l'état d'un corps , est ce qu'on appelle force ou 
PUISSANCE. Nous rencontrons à chaque instant l'occasion 
dé remarquer cette action singulière ; les' attractions , 
les chocs , la chute des corps produite par la pesanteur , 
les corps qui sont entraînés par le courant d'un fleuve , 
l'atome léger emporté par les vents , et le boulet chassé 
du canon par la poudre enflammée en sont autant 
d'exemples. 

11 n'est guère d'efforts qu'on n'ait tentés pour découvrir 
la nature des forces : mais ils ont tous été inutiles , et 
nous ignorons complettement la cause de cette modifi- 
cation singulière , en vertu de laquelle la matière devient 
animée. Mais heureusement les principes de la mécanique 
ne sont nullement intéressés à cette découverte , et nous 
pouvons y renoncer sans regrets. Les forces ne nous im- 
portent que par les «louvemens qu'elles sont capables de 
produire ; leurs effets et les lois de leur action sont les 
seules choses que la mécanique envisage et calcule. 

4* Lorsque les. forces qui agissent sur un système n'y 
produisent pas le mouvement , on exprime cet état de 
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repos en disant que le système est tn Equilibre, C'est 
visiblement ce qui a lieu quand deux forces égales et 
opposées agissent sur un point matériel. Tel est le but 
de la Statique; elle s'occupe des relations qui doivent 
exister entre les directions et les intensités des puissances 
pour qu'elles se détruisent; et fait connaître les forces 
propres à établir l'équilibre lorsqu'il vP^ pas lieu. Là 
Statique est donc la science de t Équilibre , et il suit de 
l'idée qu'on attache à cet état , que la notion du tems ne 
doit jamais y entrer en considération , puisque les forces 
sont anéanties pour toujours lorsque leur action est ins- 
tantanée , comme dans le choc ; ou qu'elles s'anéantissent 
à chaque. instant, si elles agissent d'une manière durable^ 
comme un poids qui presse un appui. 

La connaissance d'une puissance n'est acquise que lors- 
qu'on connaît , i®. le point sur lequel elle agit; 2.^. sa Jz- 
rection , ou la ligne droite, suivant laquelle cette action 
est produite; 3®. le 5^715 suivant lequel le mouvement doit 
s'effectuer, c'est-à-dire si la force tire ou pousse le mo- 
bile ; 4*- enfin son intensité. Nous représenterons par la 
suite les forces par des lettres P, Ç, R.., placées sur les 
lignes droites qui en figurent les directions. 

Avant de nous occuper de la recherche des -conditions 
d'équilibre d'un corps quelconque , il convient , pour 
faciliter l'étude , de procéder du simple an composé. C'est 
pourquoi nous dépouillerons les corps de plusieurs de leurs 
propriétés , que nous leur restituerons eni>uitP : nous trai- 
terons donc d'abord de l'équilibre d'un point matériel ; 
les théorèmes que nous déduirons de cet état idéal , qui 
ne comprend que les notions de la force et de la mobi- 
lité , faciliteront la recherche des vérités générales appli- 
cables aux corps tels que la nature nous les présente. 

5. Deux puissances égales et directement contraires se 
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détruisent lorsqu'elles agissent sur le taime point on anx 
eiirétnilés d'une verge droite inflexible ; car il n'y a pas d« 
raison pour que l'une d'elles l'emporte sur l'antre. 

G, Il n'est pas moins évident qu'on peut , sani aUit\ 
l'état d'un système , j- introduire ou en supprimer à 
farces en éijuilibr, 

clair qu'eu introdi 

on peut le réduin 

^ celles-ci sont appelées Résultantes 

système en sont les Composantes, 

Le problÉme de la Composition des jortes consl 
trouver la résultante d'un système donné de puîssai 
telui de la décomposition des forces en est l'inverse, S oti 



santd< 



se font pas équilibre , il_« 
:lles forces dans le syst^m 
repos : les forces égales et opposd 
puissances à 



deux forces P ei Q 


solllciiar 


it une 1 


molécule 


A ; par le pïj 


mier problème ou 


cberche 1 


eur nés 


ultantefl, c'est-à-dj 
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i les réduit- 


l'équilibre; par le: 


second, . 
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raire , on 


cherche dej 
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. 8. Il suit de cett 


ft définit;. 


>n de I; 


1 résullan 


te de plusiet^ 


forces PÇSr.qu'o, 


n peut re 


mplace 


rquelqu< 


»-„„.. d',„« 


elles par leur résuh 
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altérer Peffet q 


u'elle. doivJ 


produire sur le poii 


it mobile 


.f qu- 


elles solli. 


citent. Car 31 


par exemple , la foi 


■ce X est 


ia résultante d. 


•Pa q, o 



ne changera rien à l'étal du point A, si , outre les forces 
(jni agissent sur lui, on introduit cette résultante ST et 
une Force X' qui lui serait égale et opposée (6) , puisque 
Xe\ X's'enlredétruUent (5). Mais par supposition P , Q 
et X' sont en équilibre, on peut donc les supprimer: 
d'où il suit que les puissances P QS et T produisent sur Je 
point mobile A le même effet que XS ei T\ re qui revient 
Â substituer, dans le système, ans forces i* et Ç leur ré- 
sultante X. 
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Donc, l'.titat d'équilibre, et la résultante iTunsys-^' 
time de forces ne sont pas changés , loniju'un remplace 
olujieurs puissances par leur résultante. 

s'. On peut même remplacer loutes ]« forces P,Q, S, T 
par leur résultante R , qui produit sur le mobile A le mém» 
*J}et que les composantes , et leur équivaut. Ce mobile doit 
donc parcourir la direction de celle résultante. 

9. Veux J'orces agissant suivant la même ligne et dans 
le même sens, ont une résultante égale à leur somme. C« 
principe sérail sujet à contestation s''il exprimait que l'effet 
produit par la resultanic est la somme des effets dont les. 
composantes sont capables, c on sidén! es séparément l'une 
ie l'autre. Or, ce n'est pas ce que nous voulons dire ici, 
car quoique ce fait soit vrai , ainsi qu'on le démontre eii 
Dynamique ( K ma Mécanique, n". i46) , il est suscep- 
tible de démonstration, et pourrait m^me ne pas avoir 
lieu. Mais il serait déplacé de traiter ici cet objet , pui&- 
qu'en statique on ne cotÉsidère point reffet des forces. 

Hotte ihcoréme désigne seulement que si deu.x force» 
Pet Q agissent dans le même sens et suivant I3 même 
ligne, elles seront réduites à l'équilibre par une force il 
opposée et ^ 1* -f- Ç ; ou , ce qui revient an même , elles 
produisent sur le point mobile qu'elles sollicitent le même , 



effet q 



t égale à leur 



ilque/ï, qui,agisi 



Ht dans le méniC j 



mùi, sej 

Or, c'est ce qu'on ne saurait contester , pitisqa^^ 
cette propoution n'est qu'une deliuition du tant Simiot.^Y 
buuidéré cnnime applicable aux forces. Ainsi nous tlisons' 
d'une force qu'elle est double, triple..., d'une autre ^ 
lorsqu'elle est capable de faire équilibre ^ deu:c , à trois. . t 
forces qui seraient égales k cette dernière et agiraient en 
■m «OBtraire ; sans prétendre , pour cela , que les forces , 
par leur action simultanée, non plut que leui résuliauts 
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qui \e\\T équivaut , ilussi^nL. produire un effet douLle aS 
triple lie celui que produirait isolément l'une des < 
Irosanles (*). 

10. jP et Q étant deux forces inégales cl opposée 
agissent sur un point mobile, soit T l'excès de Psi 
ou P— Q + T; nous pouvons remplacer (8) la pnis! 
JPpar les deux forc« Ç el T : or les doux forces \ 
opposées se détruisent (5). et il ne reste que T=^P — (^Ê 

Donc la résultante Je deux forces opposées est di'r, 
Sans !e sens de In plus grande et égale à leur différent 

Concluons aussi de là, que deux Jorces qui agis, 
sur un point ne se détruisent que lorsqu'elles sont égA 
bt opposées. Car d'une part, si elles sont oppi 
vient de voir quVIIes doivent être égales pnui 
détruire ; el de l'autre pnrt , si elles forment i 
\. telles que R et Ç, et que cependaut (in les suppose i 
équilibre ; en ajoutant une force R' égale , et opposéq 
à Jî, le mobile A devrait visiblement se 
yxal AR' : mais d'ailleurs R et R' se détruisant, il Je-^ 
Vrait aussi parcourir \.\ ligne A(l ; ce qui est absurde. 



f*) n me Hmible qiie cetM irunlére de prcsenur les principes de la 
mécanique et d'inUodiuK la ninurE dea forces dani la staLÏque ett â 
l'abri de toute objeciion. On nr pniit , par cicmple , ilcTcr ctile <lc 
!*!■ Carnot dana snn Irait* Ha Principes fondament,.ux de l'équi- 
libre el du nioiivciiierti. Ce saTant ^éoiuètre l'cipi'inic ainû dam au 
préface , pig lij : ii Qu'est-ce [[ve le rapport de deux cauHS difK- 
II lente»? Ces causes sunt-cUea la volanlé ou 11 cooiiitution physiquic 
*r de riiomme ou de riuim*! (jui , par silo action , fait naître ie mou- 
'1 ïMnent? Mail (ju'esl-ce qn'nne volonté double ou iiiple d'une aoire 
V f oloiit« j ou uDp conititudOD phjs]<pie capable d'un effet doubla 
Il ini triple d'un luireî I« notion du rapport des forces enire. clic» 
Il cunsidérées comme oiiiiei n'est Joue pa> jiluï cl>iiic que ïcilc do 
ti vca fuieci clki-mjiaes. •> 
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■ II. Il est facile de concevoir maintenant coçftment on' 
introduit les intensités des puissances dans le calcul : car 
comme les forces sont des choses d'une "même espèce , 
en en prenant une quelconque pour unité , l'expression 
de toute force n'est plus qu'un rapport, ou une quantité . 
mathématique , qui peut être représenté par des nombres 
ou par des lignes. Ainsi lorsque nous dirons qu'une 
force P est représentée par la ligne AB , il faudra con- Fig- 2. 
cevoir que cette ligne est la direction même de la puis- 
sance , et que la longueur AB contient l'unité linéaire 
AK , autant de fois que la force P contient l'unité de 

P AB 

force S , c'est-à,--dire qu'on a — ^ = — . Lorsque nous 

o Aid 

aurons besoin d'introduire les forces dans les équations , 

nous pourrons donc dire que PzrzAB^ puisque S est 

l'unité de force , et 'que y^E est l'unité linéaire. 

Pareillement lorsqu'on considère deux forces P et Ç » Fîg. i- 

et qu'on veut les représenter par des lignes, il suffit de 

prendre ces droites suivant les directions mêmes des forces, 

et de déterminer sur ces lignes deux parties AB et AC qui 

soient entre elles dans le même rapport que ces forces , 

de sorte qu on ait -yr- = ~jj^ . 

Comme il est indifférent de faire entrer \(es forces dans 
le calcul en les représentant par des nombres ou par des 
lignes, nous préféreroiis dans la suite le premier tnoyen : 
car en regardant les forces comme des nombres abstraits , 
on fait une chose plus conforme au génie de l'algèbre , 
qui veut que toutes les grandeurs soient rapportées à une 
unité , et ne soient plus traitées que d'une manière pure- 
ment abstraite. En représentant au contraire leS forces 
par des lignes, on traite la théorie sous une forme plutôt 
géométrique qu'algébrique. On ne devra donc pas oublier, 
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dans le petit nombre de cas où les forces seront repré- 
sentées par des lignes, que ce procédé graphique n'est 
nullement nécessaire, et qu^on ne Temploîe que poar 
énoncer certains résultats sous la forme qui leur est con- 
sacrée. 

12. Le problème de la composition des forces, lors- 
qu'elles agissent suivant la même droite , est une consé- 
quence de ce qu'on a vu dans les n*** 9 et 10; car en 
considérant les forces deux à deux , il est facile d'en con- 
clure que plusieurs forces gui agissent suivant uhe mémif 
j droite ont leur résultante égale à leur somme , 5/ elles agis-* 
sent toutes dans le même sens ; ou égale à l'excès de le 
somme de celles qui agissent dans un sens , sur la somme 
de celles qui agissent en sens opposé. Cet énoncé peut être 
simplifié par une considération particulière : car si on 
regarde les forces qui agissent dans un même sens comme 
positives , et celles qui agissent en sens opposé comme 
négatives, on pourra -.dire que la résultante de plusieurs 
forces qui agissent suivant la même droite est égale à leur 
somme , en prenant ici le mot Somme dans le sens qu'on 
lui attribue en algèbre. 

i3. Dans tout système de forme invariable , on pehi 
prendre pourpoint d'application de chaque puissance ^t un 
Fig. a. quelconque de ceux de sa direction. Car si en un pointa de 
la direction d'une force P, on applique , suivant cette 
direction , deux forces qui lui soient égales et qui soient 
opposées entre elles (6) ; comme la figure du système tst 
invariable, l'une de ces forces détruira la puissance P (5) ; 
la seconde restera ' seule et ne sera autre chose que la 
force P transportée en un autre point A de sa direction, 
point qui d'ailleurs est quelconque. 

11 suit de là qu'un obsta(;}e fixe détruit une foice lox>» 
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^h'il est placé sur 1^ direction de cette force , puisqu'on 
peut la* supposer appliquée à l'obstacle même. 

2. ^luydUlogrammeMs forces. 

i4. La recherche de la résultante de deux forces P et Ç, Fig; i . 
dont les directions font un angle PAQ, repose sur les 
théorèmes suivans. 

Soient deux forces P et Ç quelconques ^ qu'on suppose 
tirer le point mobile A; comme Q ne tend qu'à faire 
passer ce point en dessous de AB , et que de même P 
élève ce point en dessus de AC , il devra, comme en voi^ 
se mouvoir dans l'angle PAQ ; donc ( n**. 8 , 2?, ) cet angle 
contiendra la direction de la résultante. 

Soit AR la direction de la résultante R de deux forces Fig. 3. 
quelconques P et Q ; si Q croît et devient Q -}- ^, on 
composera d'abord ÇavecP, et ensuite (8) leur résul- 
tante R avec la forde ^, qui est dirigée suivant AQ : et 
comme la nouvelle résultante S doit être située dans 
l'angle RAQ^ on voit que hrsque Vune des deux Jorcês 
croit seule ^ la résultante fait avec elle un angle moindre. 

i5. La résultante de deux forces est située dans leur 
plan y car il n'y a pas de raison pour que le point mobile 
Qu'elles sollicitent s'écarte plutôt en dessus qu'en dessous 
de ce plan (n°. 8, 2".). Le même raisonnement prouve 
que si les deux forces sont égales , leur résultante divise 
l'angle qu'elles forment entre elles en deux parties égales. 

16. Cherchons maintenant la direction de la résultante F;g. 4» 
T de deux forces P et Q. Pour cela , regardons Ç comm» . 

composée de deux autlres forces q et q' (9) , de sorte que 
Q = q'-^q» Composons avec Pla partie / de Ç; et soît AR 
la dfreclion inconnue de leur résutiaate R. PrenoD» s\xt 



10 STATIQU^. 

Fig-4' ARiin point quelconque JB, et menons FC ^ DG paral- 
lèles à j4P^ AQ. Il est visible que si on regarde les points 
A^B^C^T)^ comme liés entre eux par des verges in- 
flexibles AB^ AC^ BC, ADj BD^ et soumis à l'action de 
nos forces ç et R^ nous pourrons les considérer (i3) comme 
agissant, l'une en C suivant CH ^ l'autre en B suivant BR. 

Décomposons la force jR en deux, dirigées suivant £^ 
.ctJ5F;nous reproduirons visiblement nos deux compo- 
santes , l'une y' suivant JSGj l'autre P suivant BF: cclle-rçi 
peut être appliquée en C, et composée avec la force. ^ 
qui agit selon CQ ; soit CG la direction de leur résultante 
S. On voit par là que les puissances proposées P et Ç 
équivalent aux deux forces S et ^' , dirigées suivant CG 
et BK. Si on conçoit de même leur point de concours G 
lié invariablement au système, ces forces S et ^' pouvant 
lui être appliquées , leur résultante Tpassc par ce; point G, 
qui est .par conséquent situé sur celle de Pet Ç, c'est-à- 
dire qu'elle a AG pour direction. 

Pour déterminer la situation de la ligne y^GT, cherchons 
son équation en la rapportant aux axes coordonnés AQ^ 
AP\ c'est-à-dire la relation qui existe entre une abscisse 
quelconque AH=^Xj et l'ordonnée correspondante HG 
ou BCzziy, 

I**. Remarquons que si Qz=zP^ la ligne AG coupe en 
parties égales (i5) l'angle PAQ',y=zx en est donc l'équa- 
tion. Si Q:=:2P^ on prendra ^'=^ = P; la résultante 
R des forces égales P et ^' a pour équation BC ouy:=zAC^ 
il en sera de même de la force 5, pour laquelle on a GII 
ou j^= CIL Ajoutant , il vient 2.y = AIIj ou 2jr = x. 

Si Ç = 3 P, on prendra ^' = a P, ^ == P; on aura pour 
jR, 2y^=AC; et pour S^^ziz CH; d'où 3yz==:x. 

Cette marche est gc^nérale , et on peut en conclure eu 
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toute rigueur que si Q:=imP^ l'ëquation de la résultante Fig. 4. 
T'est myz=. x. 

a®. Si les forces Pet Ç sont commensurables , c'est-à- 
dire s'il y a une force a. contenue exactement dans cha- 
cune , n fois dans Pet m fois dans Ç ; on a P = i2tf et 
Q:=m (t. Soit d'abord m = i , ou Ç ==. « ; d'après ce qui 
vient d'être démontré, la résultante des forces nu ci a est 
telle , qu'on a GH = n x AH oujr:=z nx. Si m = 2 , ou 
Ç rrr 2 a , en prenant q' •=:zq ztza^ on a pour la force R , 
JBCouy = nx AC ^ et pour S^y:=n x CH, Ajoutant 
CCS deux équations on trouve 2. y = nx ( AC-\'CH)=nx. 

Si Ç = 3 « , on fera y' = 2 a, d'où 2 j = n x AC ; et 
y =r i6 , d'où jy = n X CH : donc 3jy = nx. 

Ainsi de suite. En général si P= ni«et Ç = ma, on a 
pour l'équation de la droite suivant laquelle la résul- 
tante agit, nryzinnxj ou Qyz=zPx, Cette équation se 
construit d'une manière très-simple; car si l'on fait a:=rm, 
on a y = ?i : on fera donc AHz=z m , AD = n , c'est-à- 
dire qu'on prendra sur les directions des forces Pet Ç des 
parties AD^ AH^ qui leur soient proportionnelles; on 
achèvera le parallélogramme HD ; la diagonale AG sera la 
direction de la résultante cherchée (*). 

S*». Si les forces P et Ç sont incommensurables entre Fig. 5. 
elles , ce théorème a également lieu; car soit , s'il est pos- 
sible, AO cette résultante. Prenons entre O et G un point! 
tel que AD et DI soient commensurables. Le parallélo- 
gramme DK aurait la diagonale AI pour la direction de la 
résultante de deux forces dont l'une serait P et l'autre 
moindre que Q; ce qui est absurde (i4)> 



(*) Cette démonstration est imitée de celle de M. Ducliajla , ifi» t\ Je 
h Correspondance de i Ecole Polftechnique. 
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17. Quaai à rintenfeitë de 'la résultante des forces Pet Q^ 
pour la trouver , appliquons, sur le proloi^gemeat j^K 
de la diagonale AG^ u|ie force S égale a la résultante Rt 
les puissances P, Q et «S* seront en équilibre. Mais on peut 
regarder cet état comme produit par la force Q entre les 
puissances P et 5* ; d^oii il suit que AH doit être le pro« 
longement de la diagonale du parallélogramme construit 
sur des lignes proportionnelles à P et à iS.Si donc on forme 
sur j4D le parallélogramme DK , les longueurs AD et AK 

P AD 

seront entre elles comme les forces P et 5 ou —=7- =--t?« 

il AK 

Or DI=AG et DI^AK ; donc AK est égal à la 
diagonale AG ; ce qui prpuve que AD , AH et AG sont 
proportionnelles aux forces P, Q et R , ou «^ 

AD~AH~AG' 

£n rapprochant ce théorème du précédent, on voit 
que la résultante de deux Jorces est représentée en gran^ 
deur et en direction par la diagonale du parallélogramme 
construit sur des longueurs proportionnelles à ces forces. 4i 
prises sur leurs directiensm 

18. Il suit de là divers corollaires importans. 

* P A JR 

I. La proportion ci-dessus -jy. = ■—- = -j^ peut 

être mise sous une autre forme, en remplaçant les trois 
côtés du triangle AVG par les sinus des angles opposés 
DGA , DAG et ADG^ ou RAQ , RAP et PAQ. Dési- 
gnons-les respectivement par f , P et,« , nous aurons 

' _ Ç _ * 

sin f sin tf sin a. 

^ Donc trois forces qiti sont en équilibre , ou deux com*^ 
posantes et leur résultante > sv^t ttUes , que chq^une est 



^ 
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proportionnelle au sinus de Vangle formé par les direc- Tig. \^^ 
lions des deux autres j et peut être remplacée par ce 
sinus, 

IL La direction de la résultante de deux forces ne dë^- 
pend que de leur rapport , de sorte que si on fait varier 
ces forces proportionnellement , on ne changera nulle- 
ment cette direction. On voit de plus que si les compo- 
santes P et Ç deviennent mP ^ mQ ^ leur résultante iî 
devient mR , quel que soit m. Donc trois forces e» équi- 
libre y demeureront lorsqu'on les fera varier proportion- 
nellement. Ce qui sera dit ( 19, a3 et 3o ), prouvera que 
ces théorèmes ont encore lieu pour un nombre quelconque 
de forces qui concourent eoT un point. 

IIL On pourra résoudre , par une construction gra- 
phique très-simple , tout problème sur la composition de 
deux forces, ou sur la décomposition d'une force en deux 
autres; il suffira de décrire un parallélogramme dont on 
connaîtra certaines parties. 

IV. Si les forces P et Ç sont égales entre elles, le paral- 
lélogramme devient un rhombe AHDG^ et les diagonales Pig. ,.. 
HD et AG sont perpendiculaires. £a désignant par et le 
demi-angle formé par les forces, on a AE=zAD cos « , 

d'où AG=2, AD cos a ; Or A G et AD sont proportion- 
nels à H et P; donc 

R=z 2P cos a. 

■ 

V. Si les directions des forces P et Ç sont h angle droit , 

k triangle rectangle ADG donne. AG*=n IWf + GÏÏ' 1 ^ig. Ô. 
AD =siAG cos $^ DG:=iAG sini^, en désignant par ^ 
Pangle que les forces P et iî foraient entre elles. Rempla- 
foils AQ^ AD et DG par les quantités R^ P et Q qui leur 
|M9t propartionatUes > nous auront 



i4 STATIQUE. 

Fig. 8. R'= P' + Q' 

P = R cosOj > : . . (^A). 

Ç = jR sin ^ , 



V 



Ces trois équations , qui n'équivalent qu^à deux distinctes , 
servent à déterminer la grandeur et la direction de la résul- 
tante , c'est-à-dire ^ R ci 0. De plus , ces équations 
servent encore à la résolution d'une foule de problèmes , 
car il suffit de connaître deux des quatre quantités P, 
QjR et ^, ou même deux relations quelconques entre 
elles , pour assigner les valeurs des deux autres. 

On tire de ces équations la suivante , qui est souvent 
utile j 

Ç = Ptang ô. 

Nons aurons recours perpétuellement dans la suite aux 
expressions (y;/) j parce que nos forces seront souvent 
rectangulaires , ou que nous pourrons les réduire à cet 
état. En effet , pour décomposer une force R en deux 
autres de directions rectangulaires et connues, il suffit de 
recourir aux équations Pz=R cos ô, Q=R sin é, qui font 
voir que chaque composante est le produit de la force R 
par le cosinus de V angle quelle fait avec cette compo^ 
santé. 

On pourrait , il est vrai , employer pour celte décom- 
position, le parallélogramme des forces (i8, 111) : mais on 
doit le regarder plutôt comme une construction graphique 
propre à peindre aux yeux le résultat et à l'énoncer d'une 
manière commode , que comme offrant un procédé d'une 
application facile. Nos formules { A) y sont bien plus 
propres, puisqu'elles sont conformes h l'esprit de l'algèbre, 
qui n'admet pas la nécessité de représenter les forces par 
des lignes (il). C'est pourquoi, à l'avenir, nous préfé^ 
ferons employer ces formules ; car comme on peut pres^ 



COMPOSITION DES FORCES. i5 

que toujours ramener les directions 4cs forces à è{.re per- 
pendiculaires y on évite le désavantage qu'offrent ces 
équations , de ne*' pouvoir être utiles que lorsque les 
puissances sont rectangulaires. Mais lorsqu'on ne peut 
facilement user de ce moyen, on doit recourir aux équa- 
tions données par Part. i8 , I. 
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3. Des Forces qui concourent en un même point. 

« 

19. Pour déterminer la résultante de tant de forces 
qu'on voudra, quand elles concourent en un même point , 
on se servira du théorème précédent ; on composera en- 
semble deux de ces forces , et on leur substituera leur • 
résultante (8) ; on combinera de même celle-rci avec l'une 
des autres forces , et ainsi de suite. A chaque opération on 
aura une force de moins dans le système , et par là on 
réduira toutes les forces à une seule , qui jsera la' résultante 
cherchée ; ou à deux égales et opposées dans le cas d'équi- 
libre. La même considération s^rt à trouver la résultante 
lorsque les forces sont dans le même plan et ne concourent 
pas en un même point ; il suf&t alors de les prolonger deux 
à deux jusqu'en leur point de rencontre. 

On peut donc faire la construction suivante : soient les ^ 
forces P, Q -, S , T représentées par -^5, AC ^ AD ^ AEiTi^. u» 
I en formant le parallélogramme ABFC^ on aura la dia- 
. gonale*^!^ pour la résultante X de P et Ç. De même AG 
\ jera la résultante jR de X et de^S* : enfin AHsqtsl la résultante 
' du système. Ainsi on établira l'équilibre (8) dans ce sys- 
tème en y introduisant une force R^ égale et directement 
opposée à R, 

On peut simplifier ainsi cette construction. Par l'extré- 
^ mité B de la droite AB qui représente la force P, menez F.uiiV, 



1' 
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Tig. a, la droite BF parallèle à la force Q et ëgàle à la partit 
yiC qui la représente : de même par le point jF, menex 
la droite FG égale et parallèle à la force S ; puis par 
le point G , GH égale et parallèle à la force T; vous for- 
merez par là le polygone ABFGH : la droite jiH qui 
ferme ce polygone représente la résultante cherchée. Si 
cette construction donne un polygone fermé , Téquilibri 
existe dans le système. 

Ce procédé n'est propre iqu'à peindre les résultats , et 
ne les fait point trouver d'une manière aussi exacte que le 
calcul, qu'il faut toujours préférer (18, V ). 

Fig. i3. 2.0, Nous n'avons jusqu'ici composé que des forces si- 
^ tuées dans un même plan ; supposons maintenant qu'il 
s'agisse de trouver la résultante des trois forces P, S ei Q 
dirigées dans des plans difTérens et représentées par les 
longueurs AB ^ AC et AD, La résultante T des deux 
forces P. et Scsi représentée par AH\ on peut donc subs^ 
tituer la force Ta P et «S: mais si on achève le paralléli-^ 
pipède ABIH , la diagonale DI est parallèle à AH , puia^ 
que DI et AH sont les intersections de deux plans paral- 
lèles LM et BC par un même plan , qui est celui des deux 
parallèles AD et 7f J. Si on compose ensemble les deux 
forces représentées par AD et AH , on aura donc pour k 
résultante des trois forces P , Ç et 5", une force JR repré- 
sentée par AI» On conclut de là que trois forces repré-^ 
sentées par les trois arêtes qui forment l'un des angles 
trièdres d'un paralUlipipède , ont leur résultante repré- 
sentée par la diagonale de ce paralUlipipède. 

On voit par là qu'on peut décomposer une force en 
trois autres dirigées suivant trois droites données qui con- 
courent en un des points dç sa direction. Si on a , par 
exemple , les trois droites indéfinies AP^ AQ et ASy et fa 
force représentée par la longueur AI^ on achèvera le .pé« 
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)raUëlipîpèf)e ; pour cela on mènera en I les trois plans HM^ Fig. i5, 
LM et LH respectivement parallèles à ceux des droites 
données. Ces plans les couperont en trois points B^ C ttl) 
qui détermineront les parties AD , ABy AC ^ <^ui repré»- 
^enteront les composantes cherchées. 

21. On retrouve ici le théorème de la page i4t relatif 
à la décomposition d'une force en d'autres rectangulaires: 
car si les composantes P, «Set Q sont à angle droit , le pa— 
rallélipipède est rectangle , et on a , par exemple , dans le 
triangle ADI ^ rectangle en D , AD^^AI^ff^osDyJl; 
de même pour les deux autres composante! AB ^ AC. 
Soient donc et,/8, y les trois angles RAPy RAS^ BAQ 
que forme une force R avec trois axes rectangles AP^ 
AS , AQ ; on aura 

P=: RcOSeLy 5=jRcOS/S, Ç = H COS y. 

Telles sont le» valeurs des composantes P, ^S* et Ç. On peut 
même tirer de ces équations la grandeur et la direction de» 
la réisultante R de trois forces données »$, P et Ç : car la 
somme des carrés de ces équations y lionne 9 à caust de 
cos* « -|- ^^^* /S + cos* y = I (*), . :,.. 

R=y/ (5r« + P«+.Ç-> 

' f * - 

.•• > ■ ^ 

% 

Une fois jR connu , on trouve ensuite aiséipent 

P S 

cos« = ^, cos^=— , cosy = -g-. 

Il est important de remarquer que le parallélipîpède Fig. la. 
n'est employé que comme un moyen facile de figurer le 
système , et que celte construction n'est qu'accessoire à 



(*) Voyez mon Cours de Mathémaiiqiiw, n». 618. Au reste yoici uac Fig, i3« 
fUiqpiistnUoa de cette égualion. On a tUns les triangles recungles 
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ï'ig. 12. la théorie. On doit donc se représenter les forces P ^ S tt 
Q et leur résultante indépendamment du parallélipipède ; 
et lorsque par la suite nous voudrons effectuer des com- 
positions ou décompositions , nous rapporterons les puis- 
sances à trois axes rectangles , et nous recourrons aux 
équations précédentes , bien plutôt qu^à des constructions. 

Lorsqu^un système de forces disposées dans l'espace agit 
sur un point matériel , on peut effectuer la construction 
donnée n**. 19, pour en obtenir la résultante : seulement 
le polygoisiQqu'on f(Srme de cette manière est ^az/cA^; c'est- 
à--dire , n'est plus situé dans un plan. 

:a2. Composons analytiquement un nombre quelconque 

fig. i3. ABI, ACI et ADI , 

AB = Al cos 01 , AC = AI co$ C , AD c= AI cos 7. 

D'ailleurs les triangles rectangles AIH^ ABH et -4(Wdonmnt 
AH:=iAI sia y , AB ::= AH COS 8 , ÀC = AH sin ». 

En disant Tangle BAHzn 9 , les deux demif^es équations reriennent k 

" AB =r Al' cos • sin y t% AC = AI ski » sin > ^ 

Donc eu comparant AUX trois premières 

cos a =;:; cos â sin > , cos C = sin 9 sio y. 

Ces Taleurs prouvent d'abord que les trob composantes de la forco 
R , ont pour expression B. cos 8 sin y , - :/i{ sin 6 sin y et /{ cos y : ce 
qu^il est utile de connaître , lorsqu^au lieu de donner les angles 
a, ^ et y que la force ^^ fait avec les axes, on donne Pangle looo — y, 
qn^elle forme avec la projection sur un plan , et celui 6 que cette 
projection £dt avec un axe <nené dans ce plan ^ la somme des carrés 
« ^ deux équations est • .^ . 

cos» a -h cos* C =: sin* y j et comme sin* y = i — cos* y , 

on en conclut 

cos* « -I- cos* C -«- cos* y = i. 

Ce qui exprime une condition à laquelle doivent satis&ire les trois 
ADglet • , C f t y qu^utie droite forme avec trois axts rectangiilairef. 
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de puissances I et prenons d'abord le cas oh les forces ^^'^4* 
agissent dans un même plan. Menons par un point quel- 
conque A pris dans ce plan, deux axes^^or et Ay perpen- 
diculaires entre eux ; puis décomposons chaque puissance 
en deux autres parallèles à ces lignes. Par exemple, soilP' 
l'une de ces forces , en menant MD et MC parallèles 
aux axes , elle équivaudra à deux autres forces agissant 
suivant ces lignes, et dont les valeurs (i8, V) sont 
P' X cos P'MDetF x cos P'MC. On en dira autant 
de toute autre force P^/. • . • 

Soient donc des puissances f ^P^ , ^ P" ..♦.,.. 

dont les directions font 

avec ^x des angles. • • «' , a^/ , «'" 

Lescomp. parall. à y^x sont P' cos af ^ P" cos a^l , P" cos *'"... 
Lescomp. parall.à Ay^ontP sin •' , PH sin a^, P" sin #'"... 

Or , les premières équivalent à une force unique X égale 
à leur somme (12)4 de même les autres ont leur résultapte f^ 
égale à leur somme ; il n'y a donc plus à considérer que 
deux forces rectangulaires connues Xet jTi 

X = P cos •' + PIf cosa^f -f- etc. 
y = P sin «' + P// sin *//. + etc. 

JSoit jR la résultante du système , et « l'angle inconnu que 
sa direction fait avec vî^a* ; d'après l'équation (^), ses com- 
posantes sont R cos m et JR sin «. Donc on a 

R cos et = Xj i{ sin « = Y, • (JS). 

four trouver R et a, lorsque X et K sont donnés, ajoutons 
les cairés de ces deux équations ; comme jsin' « -|* cn<i' « = i , 
on en déduit 

R=:^ {»+¥•} (C). 
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Les équations {B} donnent en outre 

' ■ . X . Y Y 

cosas=— , sina = -^, tang« = -~...* (/>). 

Ces expressions font connaître la grandeur et la direction 
de la résultante : et il est facile ( Voy. pag. i4) de voir 
qu^elles expriment que jR est la diagonale du i-ectangle 
construit sur X et Y, ce qui est conforme à ce qu^on con- 
naît d'ailleurs. 

Toute droite qui passe par le point doYit les coordonnées 
sont a;' et j'' , et qui fait arec Taxe des x un angle a ^ a 
en général pour équation 

j' — -j^ =rtangii. (dp— a?'). 

(Voyez mon Cours de Mathématiques-, n**. 69; XAppJ^ 
de Lacroix , 66 ; le Traité de Biot , 1 5 ). On a donc pour 
équation de la direction de la résultante ^ cef %\ y* étant 
les coordonnées du point d'application des forces ^ 

X Cr -:>*) — !'(*—*'). (£). 

23. Si on supposé qu'il y a équilibre, al est clair que cet 
état doit exister en particulier entre les composantes pa- 
rallèles à chaque axe, puisque saiis cela le système au- 
rait une résultante ; les équations qui expriment l'éqdilibfâ .4 
sont donc 

X= 0, ou P'. cos et' -|- F^L cos «// -|- etc. £=0 
1^=: 0, ou P'. sin «' -f- 1^ , sin et* •+• ®^<^« = o 

Il faut , pour l'équilibre , que ces deux éqnatjons aient 
lieu à-la-fois; si l'une d'elles existait seule, telle queX=o^ 
on aurait A cos a = o, d'où cos « = (et non paft 
As=o); donc a est le quadrans, c'est-à-dire , que la 



«■ . ■ 




c l'a 






même , 



équations, les com- 
:omme positives ; 
leurs signes dé- 
: dans leqiipl chaque 



résu'.laTile ferait un angle 
elle scrmt parallèle aux y. 
seulement, la résultante serait | 
^4- Nous avons regardé, dans 

posantes P' cos a', P" cos a" 

mais il peut eu être différemment , 
pendent de la directTtin 

force agit. Ponr les déterminer, il suffira d'observei 
qu'on a dit (la) ; car il est clair qu'ici il faudrait sous- 
Iraîre celles de ces composantes qui agissent dans des sens 
'lirer.tement opposés aux autres. Nous pouvons donc con- 
clure de là que l'on doit regarder comme poshit'cs les 
eainpusantes dans le sens iVun des axes , ipii tendent à 
augmenter la coordonnée du point sollicité par rapport à 
<et axe, et comme négatii'es les composantes qui tendent 
A diminuer cette même coordunnie. 

Il y a un autre moyen de déterminer les signes , qui 
jeiient au précédent , mais qui est plus analytique ; voici 
en quoi il consiste. Concevons que du centre M, auquel fig, 
le» forces sont appliquées, on ait décrit le cercle BDEF, 
ei mené les droites EB , FD parallèles aux axes Jx et 
Ày. En prenant le point B pour origine des ares., toute 
drnite, telle que MP qu JI/Ç, qui tombe en dessus de 
EB , fait avec cette ligne uu angle dont le sinus est 
positif; tandis que ce sinus est négatif pour les lignes 
SIS et HIT qui tombent ea dessous. Pareillement , le» I 
li^ni-s qui sont à droite de DF , forment avec EB d«. 1 
angles dont les cosinus sont positifs, tandis que celles 
^ui Boni il gauche ont les cosinus négatifs, ( Vojee Taaa, 
Cours de Maihémat., n°. 35iO 
Si donc on fait tourner une force autour du 



^/qu'elle lire , il suit de ce qu'o 
paisaal d'uu quadrans à l'autre. 



idit 



i-JcsKus , qu'ea 
de l'une de ses 
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Fig. i5. composantes devra changer aussi : ce quî revient à dire que 
les produits P s'in a seront positifs ou négatifs avec sin « j 
c'est-à-dire , suivant que la force P tombera au-dessus 
ou au-dessous de EB, De même P cos a sera positif 
ou néga^i^suivant que Psera disposé à droite ou à gauche 
de DF. 

Mais pour n'avoir ainsi égard qu'aux directions de P", 
p//, etc. j 41 faut supposer que toutes ces forces tirent 
le point matériel M dans les sens de leurs directions 
respectives , ou que toutes le poussent : cette hypothèse 
est permise , puisque , si pour une puissance en parti- 
culier il en était autrement, il suffirait de l'appliquer 
sur son prolongement et en sens opposé. Cette manière 
de déterminer les signes est réellement beaucoup plus 
analytique; puisque, conformément aux règles de l'al- 
gèbre , lorsqu'un problème est posé en équation , il ne 
s'agit que de traiter celle-ci d'après des règles connues , 
et il n'est plus nécessaire de recourir au problème pro- 
posé afin d'établir certaines distinctions. On voit que notre, 
procédé nous permet de traiter les produits P' cos a', 
P^ cos aP ,, ., à la manière des quantités algébriques , 
et , sans nous embarrasser si elles ont trouvé leur ori- 
gine dans des forces décomposées. Ainsi nous regarderons 
à l'avenir le signe des quantités P' cos a% P" cos a^K,* 

comme déterminé par celui de cos «', cos a^ et 

les quantités P', P^ , • . • ne seront plus considérées que 
comme des nombres abstraits. 

S.S, On tire des deux équations (5) une conséquence 
-, ^ , remarquable. Prenons dans le plan des forces un point 
arbitraire S , et menons au point d'application M la droite 
MS = 5 ; soit l'angle qu'elle forme avec l'axe àzs x ; 
et' — é sera l'angle SMP% formé par MS et la direc- 
tion MP' de la force P' : or , si du point S on abaisse 
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Saz=p\ perpendiculaire sur MP', on aura dans le triangle Fig. i4 
SMa^ Sazrzs. sin («' — d )=/?'. On en dira autant pour 
les autres forces ; nommons r ^ p^ ^ pH . * » les perpendicu- 
laires abaissées de; «S sur les directions de 71 , P', P^..,. 
Or les équations (^) reviennent aux suivantes. 

^^ ^^ • 

R COS aL=i P^ cos a' + P^ COS a'' + etc. 
li sin « = P' sin <*,' + P" sin Jf + etc. 

multipliant la première par s. sin ^, et la seconde par 

s cos , retranchant et observant que 

sin (et— ^) = sin a. cos é — sin ^.cos ce, on a 

jRj.sin(«— 0=P'^-sin(«'— 0+^''^-sin(«// — 0+etc. 
ou Brz=iFp' +Pipll+ etc. .... {F). 

On est convenu d'appeler MOMENT le produit de la 
grandeur d'une puissance par sa distance à un point fixe ; 
ainsi l'équation {F) désigne que le momeni de la résultante 
est égal à la somme des momens des composantes. 

2,6, On doit entendre ici par somme des momens ^ les 
produits P^p'f P'p'f,,, chacun pris avec son signe : ce 
signe ne dépend que de la direction des puissances, c'est- 
à-dire de p' ^plf ., . puisque (:a4) les forces sont supposées 
lîrcr toutes à-la-fois le point matériel M. Or , l'équation Fig. i6. 
r=: j.sin (a — îï^^iq'^e , que suivant que sin (at — é) 
sera positif ou négatif, le moment jRr aura le signe -f- 
ou le signe — : il en est de même des autres forces. On 
conclut de là , et de la manière dont on détermine les 
signes des sinus , que toute force qui tombe d'un côté de 
la droite MS a son moment positif , tandis qu'on doit 
regarder comme négatif, le moment d'une puissance qui 
est disposée de l'autre côté : en supposant toutefois que 
tontes les forces tirent le point ilf , ou si on veut , qu'elles 
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Fig.iG. ^^ poussent toates. Les pleJs des perpendiculaires , tels 
que a^b^ Cj..,. sont d'ailleurs tous sur la circonférence 
d'un cercle ^crit sur S.M comme diamètre. 

Il convient, pour bien saisir l'esprit de ce genre de 
considérations , de recourir aux principes mêmes qui 
servent à 'la ^détermination des signes dans les problèmes 
de géométrie. (Voyez mon Cours de Mathématiques, 
n**. 33o. ) 

Ainsi Fp', PIfpn, F"p''' seront négatifs dans la fig. i6, 
et F^p^^ , Fp"^ , F'p^' seront positifs, ou réciproquement. 
Or observons que si on considère le point S comme fixe ^ 
et les droites Sa^ Sa..., comme des verges rigides y 
l'action de chacune des forces sur le point M ne peut être 
que de le faire tourner autour de i^ : de plus les momens 
positifs appartiennent aux forces qui tendent à faire tourner 
dans un sens , tandis que les momens négatifs sont 
relatifs aux forces qui tendent à faire tourner en sens 
contraire : on conclut de là que l'équation (F) peut s'é- 
noncer ainsi : lorsquon a plusieurs Jorces appl^uées à un 
point matériel , et disposées dans un même plan , le 
moment de la résultante est égal à Vexcès de la somme 
des momens des forces qui tendent h faire tourner dans 
un sens , sur celle des momens des jorces qui tendent à 
faire tourner en sens contraire j autour de l'origine des 
momens. Mais on remarquera que l'idée de rotation qui 
est introduite ici n'est pas nécessairement liée au principe 
précédent; le mouvement n'y est que de pure commodité 
pour déterminer les signes, et ne fait pas partie nécessaire 
de ce principe. 

37. L'équation (F) devient 

Fp' + Ffp'f + etc. = a 

dans le cas de Rrs=so; c'e&t-à-dire , i". lorsque jR=: o ^ 
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aîers le système est en équilibre ; et a**, lorsque r = o , 
ou que Torigine des momens est prise sur la direction 
même de la résultante. Ainsi la sona^ des momens des 

forces qui tendent à J aire tourner dans un sens , est égale 
à la somme des momens des Jorces qui tendent à faire 
tourner en sens contraire , i®. quand il y a équilibre ,-• 
a*, lorsque Vorigine des momens est prise sur la direction 
de la résultante. En général, s'il y avait quelque force dont 
)a direction passât par l'origine S des momens , son mo^ 

. ment serait nul. 

i8. Prenons maintenant le cas oà les puissances ont Fig. la. 
des directions quelconques dans Vespace, Concevons par 
un point arbitraire de l'espace trois droites AP^ 4S^ ^Qf 
rectangulaires entre elles ; nommons AP Vaxe des x , 
AS Vaxe des y, et enfin AQ Vaxe des z. Le plan PAS 
passant par les axes des y et des x , sera le plan des xy ; 
de même le plan SAQj qui passe par les axes des^ et des r, 
sera le plan desj-z ; enfin le plan PAQ sera celui des xz» 
Kous conserverons dans la suite ces dénominations. 

Cela po<;é , soient des puissances. . . P', P'% P'". . . . 
dont les directions forment , 
avec l'axe des x , les angles. •••.••••• ^ • a' , «^^ , «'".•••] 

avec l'axe des j^. C , C" , Q". . . . 

avec l'axe des z y', y^ , y"'. . . • 

En décomposant chacune de ces forces en trois aatre8(âi}, 
dont les directions soient parallèles aux axes , on a pouc 
les composantes parallèles 

aux X....P cos «' , P" cos a^ 9 P" ces «'", 
aux j. . . .P' cos C' , P// cos Vf , P" cos ff' 

aux z. .,.P cos y', pi cos yll , P^'/ COS y'^' 

Chacun de ces trois groupes de forces équivaut à une, 
puissance unique égale à leur somme , puisque ces 
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l'i;;. 12. composantesy agissant sur un point, sont dirigées ^ans une 
même droite. Faisons usage de la notation précédente , et 
nommons X, Ye,^^\ts trois forces parallèles respecti- 
vement aux x^ y el z , nous aurons 



• • • 



' X= F cos af + F' cos Jl + F'' cos «'" 4. . 
Y=z F cos C' rf- P» cos C" + F" cos C" + . • . . 

Z = F cos y' + F' cos y// + F'' cos y'" + . . . . 

Si quelqu'une de ces composantes agissait en sens con- 
traire des autres, elle devrait être prise négativement; on 
reproduirait donc ici les raisonnemens du n®. 24 » relative- 
ment à la détermination des signes des termes F cos u! , 
F^ cos a^/ , ... soit d'après le sens où agit chaque compo- 
sante , soit d'après le signe des cosinus. 

Soient « , C et y les angles inconnus que forme la 
direction de la résultante R avec les trois axes; R cos « , 
R cos Q ^ R cos y , seront ses composantes dans le sens des 
axes ; on aura^ donc 

il cos a=:X, il cos C= F, jR cos y= i^. . . . {fi) 

Pour avoir la résultante et sa direction , ajoutons les 
carrés de ces équations ; nous aurons 

U» ( cos* a + cos* ^ + cos' y ) = X' + F» -f- Z\ 

Or on sait (pag. 17) que cos* a+cos* o -f- cos* y = i ; donc 



X»-f r^+Z'j^ 
lonnent ï 

— ,COSy = — ) 



d'ailleurs les équations {G) donnent \ .rp. 

cos tt =—5- f cos ^= 



Ces équations déterminent la résultante il et sa direc- 
tion. On peut observer qu^ellcs indiquent que la résultante 



COMPOSITION DES FORCES. ay 

est la diagonale du parallélipipède rectangle construit sur pk. is» 
A' , Y ei Z; ce qui est évident. ( Foyez n<*. 2i. ) 

2g. Soient x^ , y et z^ les coordonnées du point d'ap- 
plication des forces; les projections ( Voyez mon Cours 
de Mathématiques , n**". 27^ et 6o5 ) de la résultante sur 
les trois plans coordonnés passeront par celles de ce point; 
les équations de cette droite seront donc 

y — y^ = û ( jc — a?' ) .... sur le plan des xy , 

z — z^ =b {x — a?') .... sur le plan des xz , 

b (y — j') = a ( ^ — z' ) .... sur le plan des yz , 

a ei b étant les tangentes des angles que forme l'axe des x 
avec ces projections sur les plans des xy et des xz : ainsi 
menons par le point ^ , auquel les forces sont appliquées, Fig. i3. 
les lignes j4P^ AS et AQ^ parallèles aux axes des x , 
des j^ et des z\ la projection de la résultante R sur le plan 
PAS est AT; AI, AB et AC représentent jR, X et F; 

or on a dans le triangle if ^jB , tang. HAB z=i—jr» 

- r . z 

donc a = -— • ; on trouverait de même b = ■ ». Les 
A -» Ji 

* 

équations de la résultante sont donc 



{y^y') = Y[x — x^) \ ' 

{z — z' ) ^=1 Z { X — x' ) /• • • • 

{y-r)=zY{^z — z')) 



l'une d'elles est comportée par les deux autres. 

3o. Si le système est en équilibre, il est clair «que cet 
ctai doit avoir lieu en particulier entre chacun des groupes 
de iurces parallèles aux axes ; ainsi les équations d'équi- 
libre sont 

X^Oy r=ro,Z = o (A> 
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^. i5. Tout ce qui a étendit n". 22 n'est qu^un cas partîcalier 
du problème que nous venons de traiter ; car si toutes les 
forces sont dans le plan xy j elles forment des angles 
droits avec l'axe des z, et on a cos y' = cosy'^rrro....» 
d'oùZ= o, cos y=: G et cos* a+cos* ff= i, ousina =cos Cl 
On retrouve donc ainsi les équations des n**. 22 et 28. 

Si ces trois équations {K) n'avaient pas lieu à-la-fois, 
il n'y aurait pas équilibre dans le système ; si on avait 
seulement X==o, on aurait /l.cosa=:o, et par consé- 
quent cos a = o , ou a == le quadrans ; ce qui désignerait 
que la résultante est située dans un plan perpendiculaire 
à l'axe des x. Si on avait à-la-f|pis X=o, F=o, il 
serait de même aisé de voir que la résultante serait parais 
lèle à l'axe des z. 

Û 

I 

4. Des Forces parallèles. 

I 
îg*i7. 3i. Soient Jeux forces parallèles p et ç ^ agissant, dans 
le même sens , et appliquées aux deux extrémités E et F 
de la ligne EF sur laquelle leur inclinaison est quelconque r 
il est clair qu'on ne changera rien à l'état du système st 
on y introduit deux nouvelles forces p^ et g' égales ,. 
opposées et agissant dans la directi(^n de la ligne EF ^ 
quelles que soient d'ailleurs les grandeurs de ces forces. 
On composera les deux forces p et p' en une seule P ; 
de même la force Q remplacera ^ et g\ La résultante 
ae p ai ç sera donc la même que celle des deux forces. 
Pet Q^ qui concourent au même point A^ résultante 
qu'on sait d'ailleurs trouver ( 18, I). Il ne s'agit donc , 
pour résoudre le problème proposé , que d'exprimer par 
le calcul toutes ces conditions. 

Pour cela, par le point A^ menons AR et BC paral- 
lèles aux forces p et y, et à jBF;. de plus concevons, les. 
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deux forces Pet Ç appliquées en A (i3), et décqmpo- Fig, 17, 
son; In puissance P en deux autres dirigées suivant AB et 
AO : la première serap', la seconde p, puisque les cir- 
constances (le la décomposition de Psont les mêmes en A 
qu'en E: de même décomposons Q en ç' et ç, agissant 
suivant /iC el AO. Les deux forces y' et p' égales, par 
hypothèse , se détruisent : la résultante de p eL ç agit donc 
# Wh-ant^O, et est ^p + ?! c'est-a-dirc qu'elle est parallèle 
Hmx composantes et égale à leur somme. 
^^^n ne s''agit pins pour connaître cette résultante, que de 
^^^kerminer le point par lequel elle passe : or, puiiqne 
^^Hbtt la résultante de p etp', il suit du n*. 18, Ij que 
^^ sin pEP sin EAO , , ■ 1 

7;.iO, le rapport de ces sinus est égal à celui des cités 
EO et AO opposés aui angles; donc — := . On 

trouve de même -^=-j:^. Or, en mnllipliaiit ces équa- 
tions, comme p'^nq' , un élimine ces quantités, et il vient 

,, EO 

— = "byj-j ou 7 X FO^^p X EO ; équation qui fixe la 

!.ituatian du point et prouve qu''i7 divise EF en parties 
réciproquement proportionnelles aux forées ^ et q. 

I Donc en général la résultante de deux forces parallèles 
est égale à leur somme , leur est parallèle , et divise, la droite 
^application xn deux parties réciproipiement proportion- 
nelles aux composantes. 

32. Soient deux forées P et Ç parallèles , et R leur 
résultante , appliquées en À,CetB; soient aussi ^if^p , Fig. 18. 
flC=:ç , AC=i:a; ofi vient de démontrer que 

fl = P+e, Pp^Qu «=-?+? w- 



ti 
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Fig. i8. Ces équations renferment six quantités R, P, Ç, a^ p et ^} 
il suffit donc de connaître trois d'entre elles , pour en 
conclure les trois autres par le calcul. On pourrait tnéme 
n'en connaître que deux ; mais alors il faudrait avoir une 
nouvelle équation pour que le problême fût déterminé ; 
et ainsi de suite. En général , il faut toujours remonter 
aux équations (X) pour résoudre les problèmes relatifs à 
la résultante des deux forces parallèles. Nous en allons 
donner plusieurs exemples. 

ï. Proposons-nous de mettre en équilibre deux forces 

Fig. i8t P et Ç qui agissent dans le même sens; A et C sont les 

points d'application. Ici «, P et Q sont seuls connus : leg 

trois quantités p ^q exR devront donc être déterminées par 

les trois équations (£). En éliminant, on trouve, 

_ ^Q _ aQ _ aP _ aP 

^~ p+q'~^l^' ^'^ p+q ~'W 

Une fois le point B déterminé , on y mettra un appui fixe , 
ou une force égale à P-j- Ç» dirigée en sens contraire de 
P et Ç , et parallèle h ces composantes. 

IL Supposons qu'il s'agisse de trouver les ejforts qu* exerce 
Fig. i8. en deux points donnés K et Qt d'une droite AC , une force 
R appliquée en B : pour cela il faut trouver deux forces P 
.et Q qui soient parallèles à R , appliquées en A et C, et dont 
.JR soit la résultante. On connaît ici il, p et q \ il faut trou- 
ver P et Ç. Eliminons entre les équations (£) , il viendra , 
comme ci-dessus 
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IIL Puisqu'il y a trois quantités arbitraires, regnr-ri 
dons Ç, a et 9 comme inconnues : R, P ft p seront 
les Joûïiées , et nous résoudrons par li ce problème : 
décomposer une /iirce donnée R en deux autre» P ei Q , 
telles que la grandeur de L'une d'elles P , et son point 

Éapptkalion A soient connus. 
nliminons Q , i et j, nous trouverons 
/ Q-fi-P, v = -^. «=-^. 

Il est aise , d'après cela , de produire l'ét/uiHire entre deux 
Jiirces parallèles et opposées P cl R : in effet , soit R la Fig. 
plus grande , décomposons cette force en deu\ autres, 
\ dont Tnne F soit égale et opposée à P; les valeurs ci- 
dessus déterminent l'autre composante Q et le point C où 
fllft doit être appliquée. Comme P et P' se détruisent , la 
furce Q est la rcsullante cherchée de P et R , en sorte 
qu'une force Q', égale et opposée k^Q produirait l'équilibre. 
1! suit de là que la résultante de deux Jorces parallèle» 
•jui agissent en sens contraire est égale à la différence des 
composantes , et agit dans le sens de la plus grande des 
deux. Et comme en divisant le-s deux dernières équations , 
on trouve aP:^Rij, on voit que le point d'application de 
celte résultante est placé en dehors des forces et du cAté 
de la plus grande en un point tel que les longueurs a et f 
sont rncore réciproquement proportionnelles aux forces 
PttR. 

Si les forces opposées R e( P étaient égales , on aurait 
O 7=; et a = so : de sorte que pOHr produire l'équilibre 

Hiudrait appliquer une force nulle h tine distance iniinîe : 

iiiii , dans ce cas, les équations (t) ne peuvent avoir lieu' 
ensemble. ( J'oy.mon Cours de Matbématiques , n°. ii5. ) 
Cependant » on admet U possibilité que P et A aient une 






3BC=:g = - 
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,, seule résultante , c'esl-à-dire , puissent Itte mises en étjui- 
libre par une troisième forte Q', il doit être possible aussi 
de décomposer la force R en deux autres qui dctruiseal P 
et Q' ; d'oii il suit qu'on devrait pouvoir effectuer 
le calcul précédent. Donc lorsque P =: R , une force 
urtii/uo ne suffit pas pour produire l'équilibre. 

Prenons entre ^4 et B un poitit quelconque /, et dé- 
composons la force R en deux autres , dont Tune agisse 
en / et soit — Jl/ , M étant d'ailleurs quelconque et < A : 
l'autre est Ç = H— W; elle agit en un point C, pour 

Q 
P, en prenant aussi ilf pour la 

P—R, l'autre sera aussi Ç= il— Jl/ et appliqu. 
gauche de ^ , en un point disiant de A de ta quantité 
,_ My.AJ _Ml,y—IR) 

'~ Q ~ ë 

quatre forces se réduisentà di 
et parallèles; donc si on il 
Ipur sfijcni égales et di 

P et R, La grandeur et les poinls d^application di 
denx forces ^rÇ ne sont pas délerminés, puisqu'ils dépen~ 
dent de la force M et du point ï , qui sont quelconques : 
on voit donc qu'on peut d'une in/iiiité de manières, à Taide 
de deux forces égales , produire Véquilibre entre deux 
puissantes égales, opposées et parallèles. Si on prend, par 
exemple, deux forces=Ç, Qétanl^^P — S, onappliquera 
l'une en un point arbitraire C, son action étant opposée à /{ : 
l'autra force Qdcvra agir en sens contraire, enun point 



\ 



■ Opérons de 
:o m posante e 



I faisant AB ^ p. Ces 

forces égales à Ç, opposées 

duit deu 
oppos 



à gauche de /f et d 



t de ce dernier de ç' ^- 



Sp— < 



ainsi qu'on le voil en éliminant M e 
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33. Noiis poùVoiié maintenant trouver la résultante d'unTig. aQ< - 
Système de forces parallèles P, Q, Sti Tj qui agissent sur un 
torps. En effet, joignonsles points^, -B, C, D où elles sont ap- 
)pliquêes , puis cotnposons d'abord les deux forces P et Q : 
soit jRleur résultante eta son point d'application. On joindra 
les points a et D, et on composera de no^iveau les forces 
T et il : soit b point d'application de leur résultante , 
qui équivaudra aux trois puissances P, Q et T. Menant bC^ 
on obtiendra facilement la résultant^e de la force qu'on vient 
de trouver et de la force 5", etc. 

Si les forces agissent dans des sens différens , on com- 
posera d'abord celles qui tirent dans le même sens , puiç 
celles qui tirent en sens contraire : il restera à composer 
entre elles ces deux dernières forces. Si elles sont égales , 
il y aura équilibre dans le cas oii- elles agiraient suivant ^ 
la même droite : dans le cas contraire , il ne serait pas 
possible de les mettre en équilibre à l'aide d'une seule 
puissance. 

Il est aisé de conclure de là que, i<*. la résultante gé- 
nérale est parallèle aux composantes et égale à leur 
somme , si elles agissent dans le même sens : ou égale à la 
somme des forces qui tirent dans un sens , moins la Somme 
des forces qui tirent en sens contraire» 

2®. Le point d'application de la résultante générale ' 
s'obtient par une suite.de déterminations de poiiiits ana- 
logues pour deux forces. 

3*. Le point a où est appliquée la résultante R des 
forces P et Ç , divise la droite AB en parties qui sont 
entre elles réciproquement comme ces forces : d'où il suit 
que ce point ne dépend ni de leur direction commune., 
ni de leurs grandeurs , mais seulement de leur rapport. En 
sorle que ce point a serait le même y si on faisait varier la 
direction des forces P *et Q et leur intensité , pourvu 
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Fig. ao. qu'elles fussent toujours parallèles et que leur rapport 
n^eût pas changé. On en dira autant du point b, où est 
appliquée la seconde résultante, et ainsi de suite. Le point c 
d^application de la résultante générale jouit donc de la 
même propriété , lorsque les composantes deviennent 
p = nP^ qzsz nQj Si=:nS^ tr=inT ^ c'est-à-dire, varient 
proportionnellement , sans cesser d'être parallèles. 

Donc, si on incline toutes les forces dans diverses situa-' 
fions , de manière gu^ elles conservent leurs points d'appli^- 
cation , leurs grandeurs et leur parallélisme , la résultante 
passera toujours par le même point, qui est ce qu'on 
nomme Centre des forces parallèles. 

11 est d'ailleurs évident que si tous les points d'applica-^ 
tion sont dans un même plan , ou sur une même droite, le 
centre des forces parallèles est situé sur ce plan ou sur cette 
droite. 

Au reste, nous ne présentons ce moyen de composer 
les forces parallèles que pour en faire concevoir nette- 
ment la théorie. Nous donnerons bientôt àt& procédés ana- 
lytiques qui serviront à résoudre ce problême d'une manière 
bien plus exacte et plus sûre. 

34- Soient P et Ç deux forces parallèles agissant dati^ 
Fig. 21. ^^ même sens, et leur résultante R : d'un point quel-* 
conque A de leur plan pris en dehors des forces , menon^ 
la droite >^D perpendiculaire à leurs directions., et regar-^ 
dons les points -B, C et D comme ceux oii ces forces soi»* 
appliquées ; faisons AC=r^ AB = p, AB = ^ , comm^ 
AC=zBC + AB = AD — DCj ou r = BC+p=g—DC9 
en multipliant l'équatioiv jR= P-}- Ç par r, on trouva 

Rr=:P(^nC+p) +Ç(^ — DC) , et comme 

P X BC = Ç X DC, on en conclut 

Rrz=zPp+ Qq. . 1 . . (iV). 
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Prenons mainlcnant le point A' , au-dedans de l'espace Fig, ai; 
PBQD , et désignons par p, q , r, les distances des forces 
à ce point: on a ji'C~BC — A'B=J'D — CD ou 
r =: BC — P ^ ? — CD ; multiplions de m^me par r 
l'équation R=^P -^ Q, nous aurons en réduisant 



Rr= 



h-Pp- 



Ainsi le nyiment de la résultante est égal à la somme dans 
ic premier cas , et à la différence dans le second cas , des 

Vo 



les composantes, 
maintenant ce qui arrive lorsque les forces 
agissent en sens opposé. Puisque la force Ç* , égale etp;.,-, 

opposée à la résultante Q, met en équilibre le,' '~- 

Pet iî, on peut regarder la force R 



mposanles 



mettre P et (>' en équilil)re. Lee équations précédente* 
devant avoir lieu pour les compot^anles P et Q' et leur 
résultante qui est une force éfjale et opposée à H , il vient 
Br^ Ç'ijàz. Pp, en cumulant , par le double signe ±, 
les deux cas où l'origine des momens est prise en dehors des 
forces P et B, ou entre elles. Comme Q:^ 



^Q',' 



c de là 



Q'ç^RrzpPp; 



■ le moment de la 



e Q des 



mlement i 



ui démontre qu. 
: forces B et P q 
rt encore ici égal ^ la s 
•s composantes : : 
i le cas où l'origine i 
es , et le signe -f- dans l'autre < 
pent le contraire de ce qu'on a fait ci-dessus. 
IConcluons de là que^l'équalion (IV) est vraie dans tous 
cas , et que le moment de la résultante de deux Jones 
'allèles est égal à la somme des momens des aoitipo— 
; mais ii faut avoir soin d'attribuer i ces momens 



la différence des mo- 
tdra le signe — 
ra en dehors des 
qui est précisé- 
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des signes confoncnes à cent qu^on vient de trouver. Or , H 
est facile de voir qu'il suffit pour cela de regarder comme 
affectées de signes contraires, i**. les perpendiculaires pet y, 
lorsque partant de Porigine.des momens , elles sont diri- 
gées dans des sens opposés ; et, 2°. les forces P et Q , lors- 
qu'elles agissent en sens contraire. 

On peut encore remarquer , comme précédemment (26), 
que cette manière de déterminer les signes , équivaut à 
regarder comme affectés de signes différons les momens 
des forces qui tendent à faire tourner le système en sens 
•contraire autour de l'origine supposée fixe , et ne pas ou- 
blier toutefois que la rotation qu'on introduit ici ^l'est que 
de pure commodité. 

35. On observera que tout ce que nous venons de dire 

Tiai,^i, po"*^ ^^ ligne j4D ^ menée à angle droit sur les directions 

des forces, a encore lieu pour toute autre ligne AG , 

menée d'une manière quelconque ; c'est-à-dire qu'on a 

aussi * 

Rx JF=PxJE+QxAG. 

Cela résulte de ce que k théorème du n**. 3i a lieu ,' 
quels que soient les angles formés par les forces parallèles 
avec la ligne sur laquelle sont situés leurs points d'ap- 
plication. 

l^ïous pourrons même dire que dans tous les c^ , la 
résultante de deux forces est égale à leur somme , et que le 
moment de la résultante est la somme de leurs momens , 
pourvu que nous ne considérions plus les perpendiculaires et 
les forces mêmes que comme de simples nombres abstrajts^ 
et que nous attribuions à chacune un signe dépendant du 
sens suivant lequel elle est dirigée. C'est pour donner à 
ce théorème toute l'évidence possible , que nous avons 
développe successivement les quatre cas que le système de 
. deux forces peut présenter : mais il aurait été entièrement 



I DES FORCES PARALLELES. 3? 

rîgonreiix île le conclure d? rtqjialion (TV") , en recouranlTig. ai. 

§nes algciiriques. (Consultez à cet égard mon Cours deMa- 
tliémaliques, n". 33o). 

36. Le théoriîme ilu n". 33 tenant lieu de^i principes 
précédens , peut être employé à la résohulon des problè- 
mes relatifs à la composition de deuv fnrces parallèles. Re- 
prenons , par exemple , cenit du h". '6s, et les désignatîom 
qui y sont employées. 

Dans le premier où il s'agit de trouver la résuîlanle Kg. i8i 
de deux forces P et Q parallèles qui agissent dans le 
m^me sens, on a K = P+ Ç : et si on forme Inur à tour 
les produits des puissances par les dislances de leurs 
points respectifs d'application a u\ points A el C, ceux 
des forces Pet Ç seront successivement nuls, et on aura 
Rp^aQ, Rq — aP. On. retrouve ainsi les valeurs de 
if, p et q. 

Ces mêmes équations font aussi connaître les compo- 
santes Pet Ç d'une force connne H, lorsque leurs points 
d'application A ei C sont donnés. 

Enfin, si on veut composer deus forces parallèles op-Fig. i£k 
posées Pet fl , en prenant pour origine le point A d'ap- 
plication de la plus petite P, on a aQ ^= Rp , outre 
Ç=^R — P. On reproduit aiiisi les soluti;)ns Jéja obtenues. 
M.iis celle marche est surtout utile dans les théorèmes 

37. Soîl un système quelconque de forces parallèles Fie- "• 
/*, P", P"... appliquées dans l'espace aux divers points 

'fim corps; désignons par x' ,y,z' ; x" , y", a" ;... les 
coordonnées respectives Je ces points rapportes à troi» 
axes reclangiilaires Ax , Ajr et Ae : soient enfin D n K 
1m points d'appllralion des forces F et P* , G celui Je 
leur résultante R' ; nommons a' , *" et c' le» troU 
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*^' ^'* coordonnëes de G 9 nous aurons 

AB = x',\ BC=y, CD^zz'j 
j4H=zxffj* H[=yf, lK=is'f^ 
AE = a} , EFt=zI/ ^ FG:i=i/y 

.. Prolongeons la droite DK jusquà la rencontre L avec le 
plan zy , nous aurons R^ :=.F' + JV/ , et 

il' X L&=P X LD+Ffx LK; 

et conune les distances LG , LD , LK , sont proportion- 
nelles à leurs projections AE ', j4B et AH , sur Taxe des x , 
on peut remplacer les unes par les autres dans notre 
équation , qui devient par là jR'û' == P'o/ -{-Pfxfl. On 
raisonnera de même par rapport aux axes des j^ et des z ; 
on a donc 

JÎ' = F+i»/, Bfh' = Fy +Pllyft ^ 

Ra' = Px" + Ffxf , Bfc' = Fz' + P^zlt. 

Il suit des dévcloppemens donnés dans le n®. 34 sur les 
signes , que les termes^'de ces équations ne sont pas essen- 
tiellement positifs. Qn devra examiner, pour fixer ces 
signes, si l'une des forces P',P", n'agit pas en sens 
contraire , et si quelqu'une des coordonnées x\y^ ^z' ••* 
n'est pas négative ; puis on combinera ces diverses cir» 
constances.Les facteurs de chaque terme ayant ainsi unsigne 
connu , pelui de leur produit s'en suivra. On devra faire la 
même remarque par la suite. Du reste, ces quatre équations 
font connaître la grandeur.de la résultante , le sens dans 
lequel elle agit et le ppint où elle est appliquée 1 c'est ce 
qui sera bientôt développé plus au long. 

Composons maintenant la force K' ( qui remplace V 
et P^ ) avec la force P" ; on aura de même • 

Kl = K' + Pw , . B!*an = B!a' 4. P"x«» 
R"3*= B!V + P'yS il"^" = BV + P"z«» 
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substituant pour JR' , R'a' , Jî'3' , JiV , leurs valeurs, on Fîg. %%é 
obtient celles de il" , ma", ilW , il^r". On pçut con- 
tinuer ce raisonnement autant qu'il est nécessaire , et il est 
visible que pour déterminer la résultante R et sa position , 
on aura les équations 

R =:F +Pfi +etc.^ 

Rx = Px' + FIx" + etc. . ,^. 



Ry = Pf + pu fi + etc. 
Rzz=Pz' + P/z'f + etc. 



On doit toujours observer de prendre nigatwement lès 
forces et les coordonnées dirigées en sens contraire de 
celles qui! on regarde comme positives, La première de ces 
équations déterinine la grandeur de la résultante ; son point 
d'application a pour coordonnées 



_ Po?^ + i^^a?" + etc. 
*~ J^ + F'+etc.^ 

_ py ^ pyy/ 4, etc. 
^ ~ P + pt^ etc. ( 

_ Pjb:' +Pfzff + etc. 
^~ P -+. P// + etc. . 



iP)' 



58. Observons que les coordonnées ar, ^ et r désignent 
les distances respectives des plans des yz , xz et ay, aux. 
points d'application des forces : Rx , Px' , P^x" . . . sont 
donc les produits des forces , par les distances de leurs 
points d'application au planj^z; c'est ce qu'on nomme les 
momens de ces forces par rapport au plan de yz } de 
même Ry , Py , P'y" . • • • sont leurs momens par rap- 
port au plan des xz. Ainsi la résultante d'un système de 
forces parallèles est parallèle à ces forces , et égale à leur 
somme, son moment est é^al à la somme des momens de^ 



4o STATIQUE. 

Fîg.aa. composantes. Ce théorème sert à faire connaîti^e la gran- 
dear, la direction et la position de la résultante^ bien 
entendu que les signes doivent toujours être déterminés 
d'après les considérations exposées (34)^ 

On ne devra point oublier par la suite que les momens 
dont il s'agit ici sont très-différens de ceux que nous avons 
déjà employés , puisque c'était alors (sS) des produits de 
forces par leurs distîinçes à un point pris dans leur plan , 
tandis que lorsqu'il est question de forces parallèles , on 
entend par momens les produits de ces forces par les dis- 
içnces de leurs points d'application à un plan quel-' 
'Conque, 

Si le plan des xy a été pris perpendiculaire aux direc- 
tions des forces , chacune d'elles est projetée sur ce plan 
en un point; les x et les r désignent les distances respec- 
tives de ces forces aux plans àesyz et des xz ^ auxquels 
elles sont parallèles ; il suffit alors de prendre les moment 
des composantes par rapport à dçux plans parallèles, pour 
en conclure la distance de la résultante à ces plans : ainsi 
DIX doit employer alors seulement les trois équations 

R :=iP' +Ff +etc. ^ 
Rx=P'x' + P'fxff'+-cic, >... (Ç) 
Ry = py -f- P'/yf + etc. J 

JL'une détermine la grandeur de la résultante ; les deux 
autres en donnent les distances x ety aux plans des j^^ et 
des xz^ et font connaître sa direction; on a 

_ Px' + Pffxf/^+eic, _ py + ptfyi + etc. 
'^~ P^Pf + elc. '^~ F-4^P// + etc. '''^^ 

Si toutes les forces étaient disposées dans un même plan^ 
qu'on pourrait prendre pour celui des ocy ^ on aurait 
^' = o , z'/=: G... et par conséquent r = o ; ainsi la résul- 
tante serait située dans le plan des forççs. De plus , qn 
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! DES FORCES PARALLELES, 

, seulement les trois énuatîons (Ç) , qui donneraient Fig. a; 



les valeurs (fî) pour les coordonnées du point d'appli- 
cation. Si les forces étaient parallèles à l'axe desjj', la résul- 
tante le serait aussi, et serait déterminée par les deux 
premières équations (Ç). 

33. Les écjuations (F) étant indépendantes des direc- 
tions des forces, il est évideut que le point quia pour 
coordonnées x^y, x, doit rester le même, lorsqu'on fait 
prendre aux forces d'autres directions parallèles, pourvu 
qiron ne change pas leurs points d'application. Il s'ensuit 
(]oe dans tout système dç forces par 
point , indépendant de leur direclïi 
lequel passe toujours la résultante , lorsqu'on fait tourner 
ks forces sur leur point d'application, safl cesser d'être 



, il existe t 



parallèles entre elles ; les valeurs (P) don 


nent les coordon- 


nées de ce point qui est le Centre des fo 


ces parallèles. Oa 


observe en outre que ce centre est uniqu 
etqu'ilne varie pas lorsqu'on fait varierpr 


dans le système. 


portionnellement 


les foices , c.-à-d, en substituant nP , 


«P"...àP,P"...) 


puisque cela revient â multiplier les deux 


termes de chaque 


fraction par n. 




Lorsque les forces sont disposées dans 


un même plan , 



le centre des forces est dans ce plan, et ses coordonnées 
«ont les valeurs (R}. Il serait également facile de voir que 
lorsque les points d'application des forces sont tous sur une 
droite, le centre des forces est sur cette droite. Nous 
reirouvons donc par l'analyse les divers théorèmes du 
n". 33. 

4o. Soit un système de forces Z" ,/«',.. . IK-) paral- 
lèles en «quilibrc : l'une quelconque d'entre elles , telle 
ijuc P.") , devra être égale et directement opposée à la 
rpiuttanie R ât toutes les autres : cherchons les équation* 



Impriment celte conditio 



luto 
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Fig, 22 puissance R toutes les forces du système excepté une PC"), 
la grandeur et les coordonnées a, ^ et r du point d^appli- 
cation de H , sont données par les équations (0) : on a 

R = F +F'+eic. 

R *■ 

P'y+py+ etc. 

* = R V 

I^z'+^'z"-^ etc. 

• ''= S- — - 

Mais en désignant par a et fl les angles que forment avec . 
l'axe des z le^j^rojections de R sur les plans des xz etyz | 
on a pour leurs équations 

«— «=:tang a(z — £?), y — 3= tang $ ( jg — c). 

Maintenant , pour avoir la résultantc^totale , il ne s^agî- 
rait plus que de composer en une seule les deux forces 
PC") et R, Mais puisqu'il y a équilibre, il faut qu'elle» . 
soient égales et dirigées en sens opposés dans la même 
droite ; ainsi d'une part on a Rz=: — Pv") ; et de l'autre , 
les coordonnées a:("), y(") et ^C") du point d'application 
de la force PC") doivent être situées sur la direction de R ,• 
et satisfaire aux équations précédentes. Si donc on y subs-* 
titue pour R ^ a^ b , c ^ leurs valeurs , on obtient 

P +P' +etc.= o. .1 

Px'+P'x''+eic.r=:iàngct{Fz'+P'z'' + etc.)\ (S). 
py/ +P^y /-i- etc. = tang^( Pz' + P'z'' + etc. )) 

Telles sont les équations d'équilibre des forces parallèles ; 
•n a omis ici les termes P(") , K")ji:(") , etc. , comme étant 
suffisamment indiqués ][»ar la forme même de chaque 
expression. 
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4. Be la décomposition des jorces, 

4i- Nous venons de déterminer la grandenr, la direction et Fig. aa. 
la position de la résultante R d^un système donné de forces 
concourantes ou parallèles , et nous avons fait dépendre toute 
notre théorie de ce principe : deux Jorces égales et directe^ 
ment opposées se détruisent, \\ s'agît maintenant de résoudre 
le problême inverse , qui consiste à décomposer au con- 
traire une force donnée en plusieurs autres. Pour cela il 
faut supposer que R est donnée, et qu'il s'agit d'en trouver 
les composantes : il faut donc regarder comme connu ^ 
dans les équations précédemment obtenues , tout ce qui 
est propre à la résultante, et chercher tout ce qui dépend 
des composantes : or, il est clair que ce problême ren- 
ferme plus ou moins d'indétermination. Nous avons déjà 
résolu , n". 3^ , quelques problêmes de ce genre. 

Par exemple , si on veut décomposer une force R en 
d'autre^ forces P ^ P', , . . agissant sur le même point, 
et disposées. dans le même plan, il faut trouver les gran- 
deurs et les directions de ces dernières à l'aide des équa^ 
tiens ( ^ , 22 ) , c'eft-à-dire déterminer Pj P'„. a! ^ <»"..., 
par les équations 

P cos a! + P' cos a'' + ^^c. = jR cos «. 
P sin aJ + P' sin a" -|- ^*^' *== ^ ^^'^ *• 

Or, comme elles ne peuvent faire connaître que deux de 
ces quantités , on voit qu'on pourra disposer de toutes , 
excepté de deux d'entre elles. 

Pareillement si on voulait que les composantes fussent 
ippliqu'^ei aa même point , mais disposées dans l'espace , ' 
OQ emplmerait les équations ( G . n**. 28) , qui ne déter-^ 
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minent que les sommes X^ Y et Z jies composantes daiMt 
le sens de chaque axe. L'indétermination est ici plus grande 
quoique le nombre des équations soit plus considérable , 
parce que celui des inconnues' est augmenté. 

En général , pour décomposer une force donnée jR en 
d'autres, il faut regarder les composantes comme connues; 
puis poser les équations qui serviraient à déterminer leur 
résultante R ; enfin , disposer arbitrairement de plusieurs 
de.^ quantités relatives aux composantes inconnues , de 
manière qu'il n'en reste qu'un nombre égal à celui dei 
équations^ 

6. Des Pressions sur les points et. sur les axes fixes. 

4^. Vont que la résultante d'un système soit détruite, pat 
«jn axe ou un point fixe, il faut qu'elle le rencontre: mais il ' 
est très-important de connaître quelle pression cet axe ou ce 
point éprouve; car s'il n'est pas capable d'une résistance 
indéfinie , l'pbstacle peut n'être pas suffisant pour détruire 
l'action des forces. La réaction étant toujours égale et 
contraire à l'action , cette PRESSION est lisiblement égale 
et' opposée à la force qui devrait être employée pour 
produire V équilibre dans le système ; sans le secours de 
l'axe ou du point fixe. Si donc on cherche la résultante 
du système , le point fixe où elle est appliquée doit éprou- 
ver un effort de même grandeur et de même direction 
qu'elle. Ainsi la recherche de la pression exercée sur un 
point fixe j est réduite à celle de la résultante, 

43. Quand il s'agît d'un corps retenu par un axe, le 
corps ne peut se mouvoir qu'en tournant sur cet axe ; nous 
le supposerons fixé en deux de ses points,' qu'on appelle Tou» 
rillons^ dans des Colliers ou Crapaudines, alors il^st beau-r 
^oup moins intéressant de connaître la pression (|u' éprouve 
le point où U résultante rencontre l'axe ^ que Teffort qui 
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a lieu sur les points d^appui. Soient donc EF Taxe fixe ; Fîg. oS. 
ji, B les deux colliers ; RJ\I la résultante. Pour trouver la 
pression exercée en A et en B ^ il ne s'agit que de décom- 
poser la force R en deux autres P et Q appliquées eu 
ces points. Ce problême a été résolu n®. 3^ , par les 
équations (M)- ^ 

On peut demander alors Feffort qu'éprouvent les appuis 
A et B perpendiculairement à Taxe et dans le sens de cet 
axe. Pour cela il faut décomposer chacune des forces P elQ 
en deux autres qui aient ces directions. Soit l'angle RMF^ 
ou l'inclinaison de la force R sur l'axe, on a 2? cos pour 
l'effort suivant l'axe ; les efforts perpendiculaires sont. . . 
jPrrrPsin^, Q' = Qsin$. 

Pour que les appuis présentent la résistance nécessaire à 
réquilibre, il faudra donc qu'ils équivalent au moins k 
deux forces égales à P et Ç parallèles ; ou à une force 
R cos 6 dirigée suivant l'axe, et à des puissances Psintf. 
Q sin6 perpendiculaires à l'axe. (Voyez n**. m.) 



CHAPITRE II. 



Db la pesanteur et du centre de gravita. 

I. Propositioris générales^ 

44» L'expérience nous apprend que les corps aban- 
donnés à eux-mêmes éprouvent des efforts dirigés vers 
le centre de la terre : cette direction se nomme Verticale ; 
c'est c^llc que prend dans le vide, un corps qui n'est 
retenu par aucun obstacle. On appelle Plan horisontal 
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celui qui est perpendiculaire à la verticale. Non-seule* 
ment tous les corps sont soumis à cette action , mais leurs 
parties les plus intimes y sont séparément sujettes : ainsi 
les portions quelconques d'un corps divisé tombent iso* 
lément, si aucun effort ne les arrête ; on prouve même que 
chacune de ces parties doit arriver à la surface de la terre dans 
le même tems qu'emploierait le corps entier. Si les choses 
nous paraissent se passer différemment , cela tient à la 
-résistance de l'air : sous le récipient de la machine pneu- 
matique , l'or et la plume la plus légère mettent le même 
tems à descendre. ( Voyez la Physique de Hauj et de 
Fischer'). 

45. Cette tendance universelle n'est pas essentielle aux 
corps ; c'est un effort réel dont la matière, par elle-même, 
est incapable ; ainsi il est dû à une puissance extérieure à 
laquelle on a donné le nom de GRAVITÉ ou PESANTEUl. 
La pesanteur est donc une force dont l'action s'exerce 
continuellement et séparément sur toutes les molécules 
de la matière : cette action n'est point comme celle dei 
attractions chimiques , dont l'intensité varie pour les 
diverses substances ; celle de la pesanteur est la même sur 
toutes les molécules , et quelle que soit la nature des corps 
sur lesquels elle agit : c'est du moins ce que l'expérience 
confirme , ainsi qu'on le voit par l'expérience du pendule 
dont la durée des oscillations dans le vide ne dépend nul- 
lement de la substance dont il est composé. 1 

On donne le nom de POIDS à la résultante de toutes 
les actions de la gravité sur les diverses molécules d'un 
corps. On ne doit pas confondre la pesanteur avec le 
poids , puisque la pesanteur est la force qui imprime des 
impulsions égales aux diverses particules des corps , tandis 
que le poids est la résultante de testes ces impulsions. 

46. On appelle MASSE d'un corps la quantité absolue de 
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tnalière dont il est composé : et il faut bien distinguer U 
masse ^d'un^orps de son volume, c'est-à-dire de l'espace 
géométrique renfermé par sa surface ; car l'expérience 
nous a appris que tous les corps sont criblés d'une infinité 
de trous , qu'on nommt por^s; ils ont donc des quantités 
de matière bien différentes sous des volumes égaux ; c'est 
ce qui fait que lies corps de même volume n'ont pas le 
même poids , quoique tous soient sollicités par la même 
force. Comme la gravité n'exerce son action que sur la 
partie matérielle des corps , et qu'elle a la même intensité 
pour tous , il s'ensuit que le poids est proportionnel à la 
masse : d'où l'on voit que le poids dépend de la masse des 
fiorps , tandis que la pesanteur en est indépendante. 

47. On a nommé DENSITÉ le rapport de la masse an 

volume ; de sorte qu'on dit qu'une substance est plus 

dense qu'une autre , lorsqu'elle a plus de masse sous un 

volume égal. Si on avait une substance qui n'eût point 

de pores, sa densité serait la plus grande possible , et en 

lui Comparant la densité des autres corps, on aurait la 

quantité de matière qu'ils renferment ; mais ne connais^ 

sant point de substances privées de pores , nous ne pou-- 

vons avoir que les densités relatives des corps, c'est-à-dire 

le rapport de leur densité à celle d'une substance donnée : 

M , * 
de sorte que dans l'équation JD = —^r ' où D est la 

densité , M la masse , et F" le volume d'un corps , les 
quantités!), Met F" expriment les rapports à des unités 
de leur espèce. 

Sidjïneii^ désignent la densité , la masse et le vo- 
lume d^un autre corps , on aura aussi d=: — ; on déduit de 

y 

là que 

I*. Les masses de deux corps d'égale densité sont eu 
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raison directe de leurs volumes. ; car d=z D donne. * » ; 
M m 

s**. Les masses étant égales , les densités des substances 
sont en raison inverse des volumes , car m = Af donne 

3<*. Les densités de deux corps de volumes égaux sont 
en raison directe de leurs masses ; car V =z 9 donne 
D M 

— r* = '• 

a m 

On observera qu'on peut substituer les poids aux mas*' 
ses, à cause de la proportionnalité; et comme la densité 
est la même pour tous les corps homogènes^ c'est-à-dire de 
même nature , on peut substituer aussi les volumes des 
corps à leurs masses , quand ils sont homogènes. 

48. Lorsque les corps obéissent à l'action de la gravité , 
les verticales décrites par leurs molécules se joignent au 
centre de la terre : ainsi ces verticales ne sont pas des , 
lignes parallèles. Mais comme de 'tous les corps qui sont 
à notre disposition , il n'en est aucun dont le volume soit 
assez considérable pour que ses dimensions soient compa- 
rables au rayon de la terre , les actions de la pesanteur 
peuvent être considérées comme celles de forces paral- 
lèles appliquées aux diverses molécules des corps. Tout 
•ce qui a été dit , n°». 33 et39, pag. 33 et /^i^a donc lieu ici : 
reprenons les résultats déjà obtenus , et appliquons-les 
à la gravité. 

1°. Quand il s'agit de la pesanteur, le centre des forces 
se nomme Centre de gravité ou d'inertie; ce centre est 
donc ( 33 et 39 ) le point par lequel passe la résultante de 
tous les ejforts verticaux^ exercés sur chaque molécule par 
l'action de la pesanteur , quelle que soit la position du 
0orps : cette résultante est parallèle aux forces , c'est-à->. 
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dire verticale , et sa grandeur est ce qui constitue le poids 
du corps. Elle est égale à l'efforl qu'il faut employer pour 

2°. Quelle que soit la position qu'on donne au corps , 
cette résultante p,asscra toujours par le centre de gravité ; 
puisque faire varier la Mtiiation du corps équivaut à chan- 
ger la direction de s- puissances, sans changer leurs grandeurs 
et leur parallélisme. 

3°, Un corps pesant est en équilibre, si son centre de 
gravité est soutenu, quelle que soit d'ailleurs la situation 
dn corps relativement k cet appui. 



4". Lorsqu'on ve 
système de corps, 


ut trouver le centre de gravité d'un 
n peut supposer la masse de chacun 


d'eux concentrée en 
de chaque corps es 


son centre de gravité , puisque le poids 
une force proportionnelle à la masse 


et qui passe par ce c 

dérer qu'un système 

5°. Pour trouver 


entre : par là, on n'aura plus k consî- 

de points pesans. 

mécaniquement le centre de gravité 


d'un corps, il suffit d 

positions d'équilibre 
lotir-à-tour en dcu 


e le suspendre successivement dans deux 
, à l'aide de fils verticaux appliqués 
points différens de ce corp.i; l'inter- 
fds sera le centre cherché. 


4y. Nous avons v 
minent la position 


i que les valeurs {PpageStj) déter- 
du centre des forces parallèles, en 



donnant les trois coordonnées de ce point. I^aison.s-leur 
prendre la forme convenable pour qu'elles donnent celles 
«In centre de gravité. Les forces P' , P' .... etc. sont ici 
h's actions que la pesanteur exerce sur chaque molécule , 
.iciions pfoporlionnelles aux masses sur lesquelles elles 



près ce qu on 
es molécules s 



1 vu (46;. Soient m', m^ 
illjcitées par la pesanlet 



^cde 
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■ i 

donnent donc pour les coordonnées Xm YttZ da centre 

de gravité 

m' ^' + ^'' ^' + ^^c- 

j?i.' 4- fw- + etc. 

Ky+f;;y;t'tc. ^ 

iij/ -^ m'' + efc. '^ ^ ^ 

m' z' + m!', zf' + etc. 
m' + m" -}- etc. 

Ces résultats son^ indépendans de la force avec laquelle 
la gravité exerce son actioA.Cest cette raison qui a engagé 
Euler à préférer la nom de Centre d'inertie à celui <ie 
centre de gravité. 

Il arrive quelquefois qu^on prend daps un système 
le centre de gravité poi^r origine ^çs coordonnées ; alors 
pD a ^s= Of f = o , J^= o; on conclu^ de \à que 

to' «^ + m" x" 4. etc. = o 1 

m' r' + rn" r" -f etc. = o 3 

Si le centre de gravité était dans le plan j^r, la premîirt 
de ces équations aurait seule lieu; s'il était dans l'axe desjSf 
on aurait à-la-fois les deux premières. 

5o. Les équations {A'^ servent à faire connaître les trois 
coordonnées du centre de gravité d'un système de points y 
ou d un corps continu, et par conséquent la distance de ce 
centre aux plans respectifs des r^, des xz et des xy. On 

Peut remarquer que ces équations sont conformes au tbeo^ 
iréme des momens (38); car la première, par exempjle^ 
équivaut à [m' + m"+ etc. ) x .y=/n'a?'^7n"j/'4- «*• 
Or, { m'-^ m" -)- etc. ) x X est le momçnt par rapport att 
plan yz , du corp» entier considéré comme concentré eÀ 
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|on centre de gravité ; m'a:', m!'x" , etc. sont les mopiens 
des molécules par rapport au même plan. 

Si le système est hoippgène , on peut reippUicer ies 
niasses paf (eiars volume^ , ppisi^u'elles leuf sop( propor- y 
^ionnelles (47)f ^^ ^^ ^^\ composé df molécules réunies 
^ai)is un )i)^me pla^ , il suffira (le prendre le$ momens 
par rapport à des axes fracas d^ns ce pl^n. 

a. Du Centre de grç^ité 4u pijifnètre ^s figures 

^ rectilignes, 

5i. Le centre de gravité d'une ligne droite est situé en 
son milieu ; car il n^ 3 pas de raison pour qu^il soit plutôt 
d^un côté de ce point que de Fautre. 

S2,, ' Trouver le centre de gravité du contour d'un poly-^ 
gone rectiligne quelconque. 

L'action de la gravité sur le polygone BCEFA se ré- 
' dujt à autant dç forces, partielles qu'il y a de côtés , ap- Fig. ^ 
pliquées aux niilieiix G\ <r<f, G"% ... dp ces côtés, et pro- 
noftionnelles à l^urs Ipngueurs (49, 4^.) : ce qui revient à 
supposer le poids de chacun ^c^ côtés du polygone con- 
centré en son centre de gravit^. Cherchons la résultante 
de cçs poifl^, $oi| par Ip principe de (a comppsition dej^ 
forces (3i) , soit par celui des ipomens (5o)^ 

f "*. 2^i 0^ sç ser| de la théorie de la composition def 
i[orpes 9 OQ trouyejr^ le cc^^fe ^ (Je gfayijé 4^? 4^^^ droite^ 
AB et BÇ^ e^i coiip^lit'l^ droite G/Q^^ eq partie^ qui leur 
9p|ent réciproque^ , à Taidçi ^es ^qua^on^ (iTI^n*. 3.â), dan^ 
lesquelles ov^ fera P et jg ég^u? à J^B çt ^C- Qn aura de 
la m^mç fnanière \ç çlkitre de grayitç f( A\\ systêpe à^i 
trois côtés , AB^ jffC, CjP ^ en $\ippo.s?nt q^'il y ai en 
^ et G"\ des forces par^lèles çt re^pectivennep^ pi^opor- 
lionnciles kl^ÇJ^AB et, C^ ; ainsi 4ç sqite. 
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Fig. !i4* ^** Si on veut employer le principe des momens , on 
mènera dans le plan du polygone deux axes quelconques 
Ax , Jfy perpendiculaires enti'e eux : on désignera par 
^t y' > ^"? y^^\ etc. les distances des centres de gravité de 
chacun des côtés à ces deux axes, et par c',c*f*,», les 
longueurs respectives de ces côtés ; c'est-à • dire qu'on fera 
x^ :=zAP, y = PG% BAzzic'; etc. 

La position de la résultante , par rapport à chacun des 
deux axes , sera déterminée par les équations (yif', 49 ) 

_ c'x' + cffxff+etc. _ _ {/y + çfytf -f etc, . 

— c'+c'f+ etc. ^ ~ c'+^^+etc. * 

Ces valeurs donnent le point 9 qui est le centre de gra- 
vite demandé. 

3. Du Centre de cranté des aires planes et rectilignes^ 

Fig. aS. ^^' ^^^^ ^ ^^ centre de gravité du parallélogramme DE\ 
prolongeons les côtés AE , DF en B ei C de quantités 
égales à AE; nous aurons un second parallélogramme CE 
égal au premier : soit H le centre de gravité de CE. En 
coupant la figure suivant EFj et appliquant les parties 
Tune sur l'autre , BC sur EF, BE sur EA , CFsur FD , 
les centres H ei G coïncideront ; ainsi la droite GH doit 
être pai^allèle à AB , et on a HK = GL Mais si on fait 
éprouver à BF un ^douhle renversement, de droite à 
gauche , et de bas en haut , B tombera' 'sur D et Csnt A ; 
les centres H ei G devront encore coïncider , ce qui ne 
peut arriver à moins que BK ne soit -r^DL^ ou AL=JDL; 
et qu'en outre on ait LG = HK :*donc LG = GL Ainsi 
L est le milieu de AD ei G celui de LI : d'oii il suit 
que le centre de gravité d'un parallélogramme est situé 

• • • 

au milieu de la ligne gui joint les milieux de deux côtés 
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loait, ou si on veut, à l'ijiieriection deideux Hiagor 
noies. 

54. Soit menée dans le triangle CAB la droite CD au Fig. ï6. 
milieu dii côté A8 , et deux parallÈles quelconques à, 
^B ; ces lignes MN mn seront coupées en leurs milieux 
P et p ; enfin tirons Mq Nr parallèles à CD , mq sera 
^ nr. L'aire du trapcie NAIma étant ainsi partagée 
en trois, on peut remplacer (48, 4''-) l'effet de la pesan- 
teur par trois forces agissant aux centres île gravité res- 
pectifs des triangles Mmy, Nnr et du parallélogramme 
j/Wyr: celui de NMjr est situé sur Pp. Prenons leuri 
momens relativement à l'axe CD et (35) parallèlement à 
AB. Soient pour cela /=fl7P, P Taire du parallélogramme 
Mr, et T celle des triangles égaux Mmç et Nnr. Le 
moment de P est nul , et on a pour celui du trapèze , 
Ti}- + .)-T(,y + e): drac , en désignant pir . et S 
les distances de Mq et Nr aux centres de gravité des tfîao— ^ 
gles Mym tt Nnr comptées parallèlement à MN , la dij-*' 
laace de CD à celui du trapèze (89) est 



rapproche 



Irendre Pp n fois 

l. P 

Viendra i celles des triangles 

telles sont comme les carrés des 
^plaçant P et 7" par ces valeurs, 
ipaée du centre de gravité de ce 

2 ï 7f- i^* , 



de MN de manière - 

du parallélogramme 

T 
seront , parce 

cûlés Mq, Nr. En 
il vient pour l'or- 
nouveau trapèze 



o'et^' étant ce que deviennent e 
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Fig. a6. triangles. Or plus n sera graridp et plus celle ordonnée 
sera petite , parce que a' et j8' convergent sans cesse vers 
zéro , ri que j-, T et P sont cbnstans ; on peut même 
prendre n assez grand pour que cette ordonnée soit aussi 
petite qu'on voudra. 

D'après cela , si on suppose le centre de gravité du 
triangle ACB \iors de CD , en G par exemple, on pourra 
couper cette aire par une série de parallèles assez voisines 
pour que les centres particuliers des trapèzes ainsi formés , 
tombent sur une même ligne droite située en dessous 
de G y qui ne peut par conséquent être le centre de leur 
système. Donc i°. le centre de gravité d'un triangle est 
situé sur la ligne menée d'un des sommets au milieu du côté 

Vi%. 3o. opposé ; 2°. celui d'un trapèze ABFE est sur la ligne hD 
qui joint les milieux des deux côtés parallèles (*). 

Fig. 27. 55. Le centre de gravité du triangle ABC étant à-Ia- 
fois sur les droites Cl) , AE menées des sommets ^ et C 
aux milieux des côtés opposés , ce centre est à leur inter-« 
section G : ce qui en fait connaître la position à l'aide 

Fig. 28. (*) Notre proposition n'est qu^un cas particulier de cette autre : 
le centre de gravité de Faire de toute figu-re AMCB qui a ua 
diamètre CD , est situé sur cette droite : cela se démontre d^une 
manière semblable à celle qui vient d^étre employée. On sait d^ail- 
leurs qu'on entend par diamètre une ligne qui coupe en deux par- 
ties égales toutes les cordes parallèles à AB> ( Voyez mon Goun 
^ de Mathématiques , n». 4^6 ). 

Ce théorème s^énonce aussi de cette manière : toute aire symé-^ 
trique par rapport à un axe , a son centre de gravité sur cet axe» 
Si Faire a deux diamètres , ce centre est à leur intersection : ^'û j 
a un centre défigure , ( Voy, mon Cours de Mathématiques, n®. 4*4 ) 
il est lui-même le centre de gravité. C'est ce qui arrive pour le 
cercle, Pellipse , les polygones réguliers, etc. Celui d'un secteur oa 
d'un segment de cercle ««t 6W le rayon qui divise l'arc ea deux 
paniei égales , etc* 
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55 


d'une constiuctioii très-simple. Puisque D et E son 
milieuï de AB et BC, DE «t parallèle à AC et en 
moitié ; de plus, les triangles AGC, GDE sont 

blables ; d'oi ~^~. Or, DE^^CA; donc 


t lesFig.»? 
est la 
em- 


GE=iAG; c'est-à-dire que si on divise ÀE en trois 
parties égales , GE sera l'une, et ÀG contiendra les deux 



autres. Donc le centre de gTVfité Je tout triangle eit au 
tiers , à partir de la base, de la ligne meriie du milieu 
de cette base au sommet. 

11 est d'ailleurs évident que la ligne menée de B au 
milieu de AC passe par G , puisqu'on prouverait de 
même qu'elle coupe AE au tiers Je sa longueur. Le con- 
cours de ces trois droites en G peut aussi iUe démon- 
tre par analyse. Fc^es mon Cours de Ma thématiques, 
n'. 376 , VII. 

56. Soil le trapèze ABFE ; le centre de gravite est sur pj,. îe. 
la ligne LD qui joint les milieux des deux côtés parallèles. 
Tirons la diagonale AF et les droites AL, FD, puis 
coupons LD en trois parties égales en S et G ; les paral- 
lèles SO , G// à AB, donnent en et fï les centres de 



gravité des triangles AEF, ABF. Donc ce 
est aussi sur OH; il est par conséquent e 
est déterminé, comme on voit, par une 
très-simple. 


ui du trapèze 
7. Ce centre 
construction 


On remarque que le point I doit divise 
tîés réciproques (^ii) aux aires des triangles 
qui sont entre elles coni'me leurs bases EF = 
., . 01 SI AB B . . Sl+ 

""" W=1g^Tf='T'' """^T 


0;/enpar- 
AEF,ABF, 
= b,AB=B: 
G S^b 

~ D ' 


" ^^~'bTÏ' '" P"""' ^û = '"- Si 


on ajoute LS 
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ou 4 m aux deux membres , on trouve que 

Si J= o, on a un triangle et X/ = § m : si j8=3, 
on a un parallélogramme et i/= ^/n. Ce qui s'accorde 
avec ce qu'on connaît. 
Fiff. an. ^7* '^^^^^^ ^^ centre de gravité de V aire d* un polygone 
rectiligne quelconque. 

On mènera de l'un des angles A du polygone , i des 
diagonales AC^ AD ^ qui le décomposeront en plusieurs 
triangles, dont on cherchera séparément les centres de V 
gravité G', GH^ G"'^ par le procédé précédent. On sup- 
posera le poids de chaque triangle concentré eh ce point 
(43, 4**-)» ^^ o" cherchera la résultante, soit à l'aide 
du principe de la composition des forces (3i) , soit à l'aide 
de celui des momens (5o). 

' 1*. Dans le premier cas , on unira .G' et G^ par une 
droite; on supposera en G' et G" deux forces parallèles ^ 
respectivement proportionnelles aux aires des triangles 
ABC , ACD ; on aura le point d'application de la 
résultante à l'aide des équations {%2.^M).On aura de même 
le point H d'application de la résultante totale. 

2.^, Dans le second cas , on imitera ce qui a été fait dans 
le paragraphe 52. On mènera dans le plan du polygone 
deux axes arbitraires perpendiculaires entre eux ; on sup- 
posera que i/ , c'f , etc. sont les aires des triangles ; et 
que x' ^ y\xll ^ y" ^ etc. sont les coordonnées de leur$ 
- centres de gravité G', G^. .. . On aura pour les distances 
de ces mêmes axes au centre de gravité du polygone , les 
valeurs du n«. 5a. Ces coordonnées déterminent le centre 
de gravité cherché. 

58. On voit, d'»près ce court exposé ^ qu'on pourra 
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trouver le centre de gravité de la surface d'un polyèdre ou 
d'un système quelconque d'aires planes terminées par des 
droites. Il ne faudra que chercher le centre de gravité de 
chacune des parties : le problême sera réduit à trouver * 
celui d'un système de points ; ce qu'on peut faire à l'aide' 
de la théorie de la composition des forces ou du principe 
des momens. 

4. Du Centre de gravité des polyèdres, 

59. Soit un parallélipipède AG ; prolongeons les are- Fîg. 5i^ 
tes AB , DC , EF ^ GH de quantités égales à AB , nous 
formerons un second parallélipipède Bg égal au premier. 

Or , coupant la figure suivant le plan BG , et appliquant 
les deux parties l'une sur l'autre , la face BG tombera sur 
AH^ et bg sur BG\ les centres de gravité I et G coïncide- 
ront : ainsi la ligne IG est parallèle à AB^ et hI:=.lG ; J, h 
et / sbnt les points où la droite IG rencontre les faces des 
parallélipipèdes AG \ Bg, Mais si on fait éprouver à celui- 
ci un renversement , et qu'on applique la face pg sur 
AH j g sur A et b sut H ^ les corps coïncideront encore 9 
ainsi que leurs centres de gravité : donc / tombera sur d , 
puis lGz=zdl ; ainsi hlz=dl. On voit donc que I est 
le milieu de dh^ et même que / ne peut tomber en.^, à 
moins que d et /ne soient à l'intersection des diagonales 
des parallélogrammes AH et bg. 

Concluons de là que le centre de gra^^itè d'un paralléli-^ 
pipède est situé au milieu de la ligne qui joint les centres 
de gratuité de deux faces opposées , ou si on veut , à Vin-* 
tersection des trois diagonales de ce corps. 

60. Etant donné le prisme triangulaire AFE , par le Fig. Sa, 
milieu Ç de l'arête AD = 2h , menons un plan parallèle 

à la base , nous formerons deux prismes égaux AX et QF 9 



ss 
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q.,en 


ous ferons 


= P 


= ^^rE. Soient 


J. e 


avilé , 
der 1rs 


Pr 


me 


[s doivent se confo 


éoïnc 


'mes 


h ligne i l' est ] 


ii-K 


= Hi 


G 


He 


K ètaniles points 


h"' 


t' me 


In 


basés Je ces corps. 



ifondre lorsqu'o 

rallèleà^Dftoit 

points de rencontre de la 



res cpnlres des fnrrps égales aux poids dîi 
jirismes, ou plutôt = P,e\ prenant les tnomens par rapport 
aupbn QLX et parallèlement à AD , P x 'fi~Px i'H 
est le momeiii Ju prisme ^F, ou aJ* x IH , /étant le 
centre de gravité du corps^f : d'où iH—i'H=-^IH.Ot, 
i'H = lîk — i'K =zh — iH: donc /// =--l h + ih: 
ce qui prouve (jue sî le centre de gravité du prisme AF 
n'était pas situé dans le plan QLX, celui tie AX seraii 
plevé précisément de la même cjuantité au'-de^ns 4p plan 
qu'on imaginerait mené à égale distance âe ses deu'^t | 
bases. 

En raisonnant pour le prismej^.Y, comme on J'a fait pour 
AF, et continuant de la sorte jusqu'à ce qu'on arrive à 
un prisme dont la hauteur soit moindre que aJn , ce corps 
aurait donc son centre de gravité hors de soii volame , Cf 
qui est visiblement absurde. Donc celui ^e AX est tStai 
dans le plan QLX, tel qu'en H. 
fis- 33' Il nous reste à déterminer la situation de ce pomt dan^ 
le plan QLX. Pour cela , faisons dans la base ABC le^ 
mêmes constructions que dans la fig. 26 ; c'est-à-dire i 
menons AS par le milieu de BC, et lés parallèle* MPf » 
muàÈC; Mg , NrltJS: enfin , concevons par ces Hgn t^* 
des plans parallèles à AD. Le prisme quadranguTaire jif^ 
sera ainsi décomposé en un parallélipîpède et deuï prisme* 
triangulaires, dont les bases sont JV/r, Mgm, ?irn. D»"* 
plus, te,ptan^fl7iyconlieiil le centre degravilé dupai'al- — ' 
lélipîpide , et sîon prénd'les momensde ces trois corfs rè- — 
litWement à ce plan et parallàlëment k EC, eri raîsonniit» * 
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prérisément comme au n". 54 . on verra que le centre de Fig 
gravité (Ips prismes BIZ et AE est compris dans ce plan. 
Wais il t'est parèillèmertf ilans lé plan qui passe par l'a— 
réte JiE H h milieu de HC : don.: /e centre lie gra-Uè 
d'un prisme triangulaire est au milieu de la ligne qui joint 
tes centres de graAti de ses deudc bases: 

fit. Cette conséquence esl générale pour tous les pris- 
mes : car si par Tune des génératrices et toutes les autres 
on imagine des plans , le prisme sera coupé eu prismes 
triangulaires. Soit ÀBCDE la section par un plan mené à 
égale distance des deus bases ; les centres CG/'G"' des ^'S' ^ 
triangles composans sont ceux des prismes mêmes. Con- 
cevons en ces points dus forces égales à leurs poids res~ 
pecttls, et composons-les entre elles. Mab ces prismes 
étant comme leurs bases, leurs poids sont comme les 
aires dés triangles ; en sorte que le centre de gravité H 
lie lenr système , ou celui Ju polygone BD , est le centre 
^ii prisme proposé. Donc le centre de gravité d'un prisme 
Quelconque est au milieu de la ligne qui joint les centres dé 
frwité dès deux bases. 

62, Démontrons que le centre de granité de la pyramide 
triangulaire XïiCV est si/ué dans le plan ADE , mené par^'S- '3. 
tarite AD et le milieu E de BC. Pour cela , coupons 
tétie pyramide par deux plans parallèles à sa base, et soit 
-^EF le tronc qu'ils comprennent entre eux, et ^G//J le ^'S' ^■*' 
plan dont il s'agit; G et /fêtant les milieux de CD et FE. 
Si par l« angles C et 1> de la hase supérieure JVC , on 
Wine Ifs parallèles CK et DI a AB , le tronc sera formé 
iv prisrte iriaTignlaire ADIKC et du corps KCDIKF : 
4c âhis , si on mène les plans C'^jU, DIL , parallèles à 
vtBHfi, on aura un second prisme triangulaire CKMLlD, 
« deux pyramides lriaii|ulairïs CKFM et DILE : de 
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1- sorte que le tronc sera partagé en deux prismes et dem 
pyramides triangulaires. 

Cela posé , les centre» de gravité des prismes sont dam 



le plan JGHB ; ce pla 
si ceux des de^x pyramii 
sont pas 



I quelque lieu 
gravité du tronc , 
plans parallèles qui . 
nifeslc. Donc le cent 



lit donc celui du tronc, 
compris. Mais s'ils n'y 
n", 54 1 on prouverait 



m supposai 
approchant i 



le 



s de 



'enablement lei 

t absurdité ma- 
aussi celui Je 

le plan JDE. 

suivant l'arête 
j4B et le tnilicu de CD ; donc il est sur leur inti 
qui n'est antre chose que la ligne ^i^ menée du 
au centre Je gravité de la base (*). 

On tire de là cette construction : pour trouver le cenin 
de gravité de la pyramide triangulaire ABCD par le mi- 
lieu E Je l'arête BC , menez les droites ED , EA , auï 
angles 1) eX A ; prenez sur chacune le tiers de sa lon- 
gueur , ou EF = ^.ED, .puis EG = '^.JE; les droites 
AF et GD devront se couper en un point // , puisqu'elles' 



k. 35. '* pyramide ABCD, est contenu 
Pareillement il est dans le plan ci 



(*) Lorsque dei plana pgrallMn coupent un corps suivint dei 
Etires , qui ont toutes vapcccivcnicat pour dianurtm leurs kcUvu 
pai' un mSine plan, ou dit qua ce corpi C5t Syntélrique par rappor 
a ce dernitr plsu. Taat corps symétrique retatii'cment à un plûl 
a son centm de gravité dana ce plan. Celte propo:iitioii H dà' 
mOQite d'une mnnitre inalogna à celle qu'on TÏeut d'rraplojer. Si Ji 
carpt est sjniélriqoe par rapport b deni plan», tn centre de ((ravit 
cjli.idrc, d'i 






re de Egure , 



:. EnHu ù le 
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sont dans le plan AED : de plus chacune d'elles devra 
contenir le centre de gravité cherché , qui sera par consé- 
quent en //. 

Menons GF; celle droite sera parallèle à AD , el sa 
longueur sera le tiers de ^D , car elle coupe ED et EA 
aut tiers de leurs longueurs respectives ; et comme le» 

triangles GHF et AHV sont semblables, on a 

AH _ AU^ _ 
Tïf ~ GF ' 
en quatre parties égales, HF sera l'une d'elles, e\ AH 
contiendra les trois autres. Ainsi le centre de gravité de la 
pyramide triangulaire est situé sur la ligne mitnée de celui 
de sa hase au sommet et au quart de la longueur de cet!» 
ligne à partir de la base. 

La construction (jue nous venons de faire sur le milieu 
E de HC, peut être appliquée à toute autre arête BZt, et on 
obtiendrait le même point JI. Cela résulte de ce que la 



; àoazHF='^AH, et s 



ligne qu'on 
;. l'angle t 


rièdre opposé C, de 
is quarts, à partir de 

ne pyramide quelco 
plan parallèle à sa 


irait 


avité de la face ABD 
aussi couper GD et 


AF aux irt 
63. Nou 
gravité d'u 
par un 


po 

que 
bas 


nlsDeiA. 

menant le centre de p;.. ^g 

e , et qui en soit 


éloigné du 
ÂBCDE ; 
AU , et co 
le corps se 
centres d 
des triangl 


quart de la hauteur, 
menant de l'un des a 
ndui^ant par ces lign 
ra partagé en pyrami 
gravité respectifs 
.s ABC, ACD, Al 
cEspjramides réunis 


a section sera un polygone 
ngles les diagonales AC , 
es Cl le sommet des plans , 
es triangulaires, dont les 
seront ceux iG'CG'") 
3E. Or , qu'on imagine 


Uspoidsd 


en c 


es centres, comme elles 



Kni proportionnelles à leurs bases , ou plutôt aux aires de 
ces triangles ; on voit que le centre de gravîlé H du poly- 
gone ABCDE sera celui de la pyramide proposée, D« 
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plus grande est d'anéantir la plus petite ^ et de Tei 
dans le sens de sa propre direction comme le fei 
force égale à Texcès de l'une sur Fautre : or celte c 
partie de Peffet ne peut contribuer à la tension , qu 
même que s'il n'y avait que la plus petite des deu: 
qui agît. 

Fig. 6. 67. Soient trois forces P, Q et S ^ sollicitant u 
matériel A , à l'aide de trois cordes j4D^ AH et Al. 
par un nœud en A : comme on peut remplacer ces 
par des verges rigides , il est visible qu'il n'y aur 
libre entre les forces P, Ç, S ^ qu'autant que la 
sition (18 , 1 ) aura lieu ; le théorème du parallélo^ 
des forces , et toutes les vérités qui s'y rapportent 
vent ici leur application immédiate. £n général 
que nombre de forces qu'on considère agissant . 
de cordons sur un point matériel, les conditions 
quilibre , ou la résultante , seront données , savoi 
les relations des n °*. 22 et 'j.'6 , si les forces sont d 
dans le même plan , et celles des n"'. a8 29 et 
elles sont dans des plans différens. 

68. Maïs lorsque toutes les puissances ne sont p 
mies en un même nœud , alors le cordon qui i 
leur action mutuelle des unes aux autres , prend L 
d'un polygone qu'on appelle Polygone Funiculain 
tons notre attention sur ce système remarquable , 
posons d'abord que toutes les forces soient dans ux 
plan. 

m 

Fig. 36. Ainsi soit P'M'M^M"^ le polygone en qt 

et P' , P", P'" des puissances faisant an 

droite quelconque Ax menée dans leur* plan, des 
a% îft" . . . . Nommons a% o", .... les angles que i 
Us directions des cordons avec cette mêiùe dro 
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if', t^,, . . , les tensions respectives des cordons P'M'^ Fig. 36. 
M'M'i, MiiM^' 

Cela posé, puisque Faction des focces P^'P^^ 

se transmet suivant le cordon M'M^ qu'elles tirent avec 
l'effort t^ ; il est clair que le nœud M' devra encore 
être retenu en équilibre par les forces P' et P", en sup- 
primant toutes les autres , pourvu qu'on introduise en 
leur place une force t^ qui tire le cordon M' M". Il faut 
donc que P', P'' et f" soient en équilp)re : ainsi on 
aura , d'après les équations du n^. ^3 , pour l'équilibre 
du nœud 

r P' cos «' + Pif cos *'/ + tff cos a" = o, 
M' ^ 



( P'cc 
l P'si 



sin «' + P^ sin a"-f- t" sin a" = o. 

Observons d'ailleurs qu'on devra faire précéder ces divers 
termes du signe indiqué par le sens suivant lequel chaque 
composante agit (2^4). Nous les regardons ici comme po- 
sitives , lors même qu'elles sont connues ; car pour trou- 
ver des équations générales et propres à être appliquées 
à tous les cas y il ne faut rien exprimer qui tende à at- 
tribuer aux forces données des directions déterminées , 
et se réserver, pour chaque cas particulier, de fixer 
leurs positions d'après les signes des sinus et cosinus , 
ainsi qu'on l'a déjà expliqué (24). Quant aux composantes 
inconnues^ on doit regarder ces équations comme destinées 
à les déterminer d'après la connaissance des autres quan- 
tités ; si donc une force est inconnue ( ainsi que cela 
arrive ordinairement pour t^ et a" ) on doit encore en 
laisser les composantes positives , et le calcul même don- 
nera , par les signes dont elles seront affectées , le sens 
suivant lequel elles agissent. 

Pareillement on peut supprimer les forces P' et P", 
pourvu qu'on introduise une force t'^ qui tire le cordon 

5 
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M'^M' de Af" vers M' ; elle est égale et opposée k b 
précédente. Les puissances P'^, P^. . .. . seront de ménie 
remplacées par la force t"' agissant selon M^M'''. Donc 
au point M^^ l'équilibre a lieu entre les forces /*, JP' 
et f"^ ce qui conduit a deux équations analogues aux pré- 
cédentes : seulement on doit observer que la force /' 
étant égale et opjposée à celle qu'on a déjà employée f 
quelque signe que les composantes de /" aient dû rece- 
voir , elles doivent en avoir ici de contraires; regardons^ 
les donc comme négatives. Ainsi, nous avons pour le nœud 

4 _ tif cas a» + F" cos oJ" + t"f cos é«z=zo. 
M" l 

■ ' * l — <// sin a^ + P"' sin cl"' + t»' sin «"'= o. 

^On aurait de même pour l'équilibre du nœud 

— 1*" cos a!" + P'^ cos et"' 4- ^'^ cos a'^s=Of 
t*i' sin a!" + P»^ sin #»' + /»' sin a»^ = O, 

et ainsi des autres. Toutes ces conditions sont nécessaires 
et suffisantes pour P équilibre. Si n est le nombre de^ cor-^ 
dons ou côtés du polygone , ?} — i sera celui des nœuds ^ 
et a(#i— >i ) celui des équations ; ainsi on peut résoudre? 
tout problème sur le polygone funiculaire, pourvu que, 
renfermant 2 ( ti — - 1 ) inconnues , il ne s'ensuive pas d^ 
contradiction entre les équations , ce que le calcul ap> 
prendra; et que de plus P', P" agissent en ti- 
rant (66). Il y a 71 4- I puissances P', P^ autant 

d'angles a/ ^ a'^,*,,, , les tensions des cordons sont au 
nombre de 11 — 2 en n'y comprenint pas celles des cor- 
dons extrêmes qui sont déjà comptées ( elles sont P' 
et P("+' ) ; il y a aussi w — • a angles a", a"% ... : ainsi 
puisque nos équations comprennent ^^z — a quantités , 
a n — > 2 seront inconnues et a/i données» 

69. Le problôine le plus ordinaire est celui où^ donnant 



M"'. ... 1 



{ 
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toutes les forces ^ on demande si elles sont . en équilibre ,| Fif;. S& 
quelle est la figure polygone funiculaire, et quelles sont 
les tensions des cordons. On voit d'abord que les don- 
nées sont jP, jRy.... et/yêL^,.,.^ dont le nombre est 
2 R -f- 2 ; ainsi on donne deux quantités dé trop : on 
devra donc ^tre conduit à denx équations de condition 
pour que l'équilibre ait lieu. Prenant la première équa- 
tion de chaque groupe, ajoutons-les entre elles , 2 , 3, • . • 
ensemble, et faisons— en autant pour les secondes, nous 
ar ons: 

P cos «' + P" COS a" + t'^ cos a" = o. 

P sin a' + P" sin a" + /" sin a'' = ol 

\F cos «' 4- F' cos *^ + P" cos «w + //" cos a"' = o ' 

\p sin «' + JP» sin a'f + P'» sin «'"H- /w sin û'" = o 

fPcostf'+F''/cosi»*+P"cos*"'+P»^cos*"+^*^cosa'*s=o 

\ F sin a'4.P'sin«*-^P"sin«w+P"sin ««^+^'^ sinû'^=o 

^ et ainsi des autres. 

Il est clair que ces résultats conduisent tous à des équa-*- ^ 
tions de la forme t cosa== — X, /sinâ= — Y y XeiY 
étant des quantités connues , qui représentent la somm^ 
des composantes des forces données dans le iens des axes. Ei| 
quarrant et ajoutant (comme au n®. aa) on a /*=:X*+^* l 

<!e plus , en divisant , on trouve tang a= -==- : ainsi on 

connaîtra z',^". . , . «%«". . . . •, c'est-à-dire, les tensions 
cl les directions des cordons : leurs longueurs sont d'ail- 
leurs arbitraires. Le premier et le dernier cordon du 
' polygone sont tendus par les deux forces ex^émes , on 
pourra donc construire le polygone funiculaire. Enfin, ea 
ajoutant toutes les équations dans l'ordre ci-dessus dé- 
signé , on obtient 
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Fig. 36. P'(io$«'+F'cos<»«^+etc.+P(«+')cosa(«**)=20, 



> . • . .(a) 



P' sina'+î^sina//+etc.+PC«+') sin 

Ce sont les deux équations de condition dont- nous avons 
parlé ; et l'équilibre ne peut avoir lieu si elles ne sont 
satisfaites. On voit , en les comparant avec les valeurs 
X=ç G, y= o, du n®. a3, €^t pour que tant de forces qu'^m 
voudra soient en équilibre autour d'un polygone funicu^ 
laire , il faut que si on transporte ces puissances parallè^ 
îement à leurs directions pour les appliquer en un même 
point , elles soient en équilibre. Ainsi , deux des quantités 
P' , P''. . . . , . a', «//. . . . doivent être inconnues; nos 
équations de condition ser%'iront à les déterminer par le 
même procédé que t" et a". On pourra , par exemple , se 
■ proposer ie trouver la dernière puissance et sa direction- 
Mais on ne doit pas oublier que F équilibre n'est la con- 
séquence de ces deux équations (tf), qu'autant que le 
polygone est de forme inconnue; et^ qu'on doit dems tous 
les cas satisjaire à 3. (n — i ) CONDITIONS , pour que les 
forces s' entre-dé trui sent ; ces conditions sont exprimées par 
les équations que nous venons de trouver , et elles ser- 
vent à déterminer les inconnues du problème : par exem- 
ple, la figure du polygone, lorsqu'on connaît seulement 
les forces en grandeur et en direction. 

La tension t^^ du cordon M^M^!^ devant faire équilibre- 
, aux forces P', P", est égale à leur résultante ; là force 
qui agit sur le point M" est donc la même que si deux 
forces P% pu y étoient appliquées parallèlement à leurs 
directions , et ce point est sollicité par les quatre forces 
P', P//, Pifi et t'" : or on ferait voir de même qne t'^ 
équivaut aux antres puissances P*'', P^, etc. Ainsi chaque 
ani;le du polygone est dans le même état que si toutes 
les Jorces y étaient appliquées parallèlement à leurs 
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directions. TI faut d'ailleurs observer que tout ce qui vient 
d'être dit ne suppose pas essentiellement que chaque angle 
du polygone n'est sollicité que par une seule fore?. Si 
donc on veut établir l'équilibre dans un polygone Junicu-~ 
laire , il suffit de ièierminer une force de manière qu'elle 
satisfasse aux deux équations de condition , et de la pla- 
cer en l'un quelconque des points dit cordon. 

70. Toutes les cunscquences que nous venons de dé- 
duire ne sont pas particulières au polygone funiculaire 
plan: on y parviendrait de même en imitant ce qui a 
été dit ci-dessus, el décomposant les forces parallèlement 
à trois axes. Nous ne nous arrêterons point à cette théorie, 
assez facile pour que chacun puisse parvenir aiiément au 
résultat; de plus, on pourra en conclure que /ei />ro— 
jections du système sur chaque plan coordonné forment des 
polygones Juniculaires en équilibre. 

yi. Soit un cordon P'M'M". . . . dont l'une des f'S' M* 
«Irémités B est retenue par un point fixe ; l'autre 
extrémité P', ainsi que plusieurs points M', M". , . . , 
de ce cordon , sont sollicités par des forces quelconques 
P", P"'. . . . données en grandeur et en direction ; il suit 
de ce qui vient d'être dit, que l'équilibre s'établira et que le 

polygone funiculaire prendra une figure P'M'M" 

^u'on construira facilement. Car l'effort exercé sur le 
point fixe B est la tension P("+') du cordon retenu par 
ce point; on peut par conséquent remplacer le point 
fixe, dont on suppose d'ailleurs la résistance sufïlsante, 
par une force i'i"'*-') qui sera facile à déterminer, puis- 
que , étant donnée par les deux équations (a), elle 
sera exprimée en grandeur et en direction par la résultante 
de toutes les forces, supposées transportées parallèlement 
PI appliquées en un même point, qu'on peut prendre 
pour le point fixe. 
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Fig. 56. A plus forte raison si les deux e^rémitës du cordon 
sont fixes , Féquilibre aura-t-il Heu , et le problème de 
la construction du polygone sera alors indéterminé, à 
moins toutefois qu'pn ne donne en outre quelque condi- 
tion , telle que la longueur de la corde,, ou toute autre, 
{9i , par exemple , les directions des cordons extrêmes sont 
• données , alors nos deux équations ( a ) feront connaître 
leurs tensions P' et PC""*"*) ou les pressions des points 
fixes. On peut à la place de ces équations employer cette 
construction : on prolongera les cordons extrêmes BM^^ 
P^M\ dont la direction est connue , jusqu'en leur point 
de concours o , auquel on supposera que toutes les forces 
P'', P"'. . . .sont appliquées parallèlement à leurs direc- 
tions (69); ensuite on cherchera leur résultante, qui, dé- 
composée suivant les directions des cordons extrêmes, fera 
connaître les pressions P' et PC""***). 

\ *J2, Il résulte de ce qu'on a Jît précédemment, qu'on 

Tif, 6, ^^ ip^ni tendre une corde pesante en ligne droite , si ce 
n'ert verticalement; car le poids de la corde HAK peut 
être assimilé à une force appliquée au centre de gra- 
vité A : or soit P le poids, de ce cordon , et Ç et S le» 
forces égales destinées à le tendre , on a (18, I) 

Ç sin PAS 

P"^ sinQAS • • 

Ôr, plus la corde «st tendue , plus l^angle QAS est grand, 

et plus aussi PAS approche de l'angle droit ; de sorte 

Çue pour que la torde soit tendue horisontalement en 

Ç 1 
ligne droite-,, il faudrait qu'6n eût -^ s= 9 ou. . . 

Ç = 5 == oc ', tant que P n'est pas nul. Ainsi quelle 
petite que soit la force P, elle fera plier la corde. Cest 
ce que l'expérience confirme. 



a. 
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Dé VE^iUbre d*un corps fui ne petit se mowoit tjue 
sut me swnfact ^ et tn particulier sur un Plan, 



73. Il est évident qu^une force , de direction per- 
pendiculaire h un plan , sollicitant un point matériel , 
est entièrement détruite par la résistance du plan , puis- 
qu'il n'y a pas de raison pour que ce point se meuve 
dans un sens plutôt que dans un autre. Réciproquement , 
pour qu'une force unique sollicitant un point matériel 
sur un plan le laisse immobile , il faut qu'elle soit de 
direction perpendiculaire à ce plan ; car si cette force était 
dirigée obliquement , oii pourrait la décomposer en deux 
autres, l'une -dans le sens même du plan, et l'autre de 
direction perpendiculaire au plan ; la première produi- 
sant entièrement son effet , le point obéirait à son action , 
ce qui est contre l'hypothèse. 

Donc un corps pesant, abandonné sur un plan , n'y peut 
iètre en équilibre que lorsque ce plan est horisoiïtal, 
puisque la direction de la gravité est verticale. 

Donc aussi pour qu'un système de forces retienne iiii 
point matériel en -équilibre sur un plan , il est nécessaire 
et il suffit que la résultante de ces forces soit perpendi-^ 
€ulaire à ce pian. Si doùc on prend ce plan pour celui 
de oyy, et si on cherche la résultante de toutes les forces ^ 
comme îl a été dit (ig), lés équations (/ ) de cette résnluntë 
devront ^tre réduites i Stzzzx^ et fz^x* : ainsi tif à 
DEUX CONDITIONS d'équilibre ; X=o, Yz=o. 

74* Comme on n'^a le plus souvent que deux forces 
P' et P", il convient d'examiner ce cas particulier : on 
voit d'abord que le plan des forces doit être perpendi-. 
culaire au plan donné, puisque leur résultante doit l'être. 
Pe plus , si pli décompose chaque force en deux 9 Funè 
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dans le sens du plan, et l'autre qui lui soit perpendi-^ 
cùlaire , il faut que les deux composantes dans le sens 
du plan soient opposées et égales. De ces deux dernières 
conditions , la première est satisfaite , puisque le plan des 
forces est perpendiculaire au plan donné : quant à la se- 
Fig. 37. conde, le plan de la figure 87 étant celui des forces, elAB 
son intersection avec le plan donné. Nommons ^^ et Mes 
angles que forment les directions des forces P' et P avec ce 
plan : les composantes qui lui sont perpendiculaires (18, V) 
sont P' sin è* et P sin ; on a pour les composantes dans 
le sens du plan P' cos é' et P cos j donc 

P' cos tf' =P cos ^. . . . {b)^ 

Ainsi il faut DEUX CONDITIONS pour VéquiUhre ^ 
deux forces ; la première exige que le plan des forces soit, 
perpendiculaire au plan donné ; la seconde est renfermée 
dans Téquation (3). 

75. Quant â la pression qu^éprouve le plan , elle est la 
somme des composantes qui lui sont perpendiculaires: . 
soit N cette pression, on a 

iV = P' sin tf' + Psin$. 

^ y P'cOStf' . 

En mettant pour F sa valeur • j et observant 

cos 

que sin é cos ô' + cos sin é' = sin ( -|- *') 1 ^^ trouve 
pour la valeur de la pression dans le cas d'équilibre 

iv=p..ii!LÇi±il2. . . . (o. • 

costf ^ 

76. Appliquons cette théorie à la pesanteur. On appelle 
FLAN INCLINÉ celui qui forme avec un plan horisontal 
un angle quelconque, et Finclinaison se mesure par cet 
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^ 


angle : c'est celui que forment entre elles deux droites 




menées dam chacun de ces plans par un point (juetcoa- 




que de leur ligne d'intersection, et perpendiculairement à 




celte ligne. Puisqu'on suppose que l'équilibre a lieu. 


^ 


nos deux conditions sont satisfaites : la première exige 




que le plan des forces soit perpendiculaire au plan in- 




cliné; et comme Tune des forces est verticale, leur plan 




l'esl lui-même. Donc celle condition se change en celle-ci : 


, 


il Joui que la jorce qui relient un point pesant tn é^ai- 




libre sur un plan incliné, soit située dans le plan qui , 




passant par ce points serait vertical et perpendiculaire 




au plan incliné, c'esl-à-dire , serait perpendiculaire au 




plan incliné et au plan horisontal. 




Quant à la seconde condition, comprise dans l'êqua- ^'6 


37. ■ 


lion (ft) ; représentons par la figure Zj , le plan des 




forces , dont l'une P' est verticale ; il coopéra suivant 




W et ,4Cle plan incliné el le plan horisonlal. Soit t l'angle , 




lAC Je ces deux plans; comme P' est perpendiculaire 




-.ivAC, 0» a cose' = sin(, et l'érjualion [J) devient 


^^ 



P'5inf=PcosS. . . . CO, 
telles sont nos deux conditions dans le cas de la gra-> 

77. Parmi toutes les directions qu'on peut donner ï 
la force P, qui retient un point pesant en équilibre sur 
un plan , il en est deux qui conduisent à des résultats 
remarquables. 

1°. Si P agit horisonlal ement , on a ) =: i , et l'équa- ri^ 37. 
, «ioa (d) devient P' sin i =: P cos 1. On a donc 

i' = i"tang W. 

2°. Si p agit dans le sens même du plan , *^o, et 
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Pig. 3;. P=P' sin (/) , r 

butre la condition que ces équations expriment dans cha-* 
cnn de ces cas , il faut encore que celle que nous aroiii 
(énoncée d'abord soit satisfaite, puisque ces relations tien-^ 
nent seulement lieu de Tëquation (J). 

- ' 76. Si d^un point quelconque B de la ligne j^B , oA 

mène la verticale BC ^ elle sera contenue dans le plan 

' BAC , et ira couper l'horisontale ÀC en un point C ; 

on nomrae AC la base , BC /a hauteur , et AB la Ion** 

gueur du plan incliné. Ces dénominations servent k énon-i 

cer les équations (e) et (/) d'une autre manière : car 

HC BC 

le triangle BAC donne tang •ï=--Ty;j sin g = —^ ; d'où 

Il — dî^ iL — éE. 
P ~ BC ^ P ~ BC ' 

èuivant qu'il s'agit de Tun ou de l'autre des deux cas 
particuliers quç nous aVorts traité»». Donc le poids d*un 
corps est à lajorc^ employée à le retenir en équilibre sur 
un plan incliné , i®. comme la base de ce plan est à sa 
hauteur^ si cette Joree est horisontalè; a^. comme la Ion* 
gueur du plan est à sa hauteur^ si cette force agit dans 
le fgns du plan. 

'■ 79* Quant à la pression qu'éprouve le plan incliné jaii^ 
le <tas de U gravité, l'équation (r) devient 

F 

cos # 

: t -1 

s 

y^n rapprochant cette ei^pression de l'équation (J), ot) a 



j 



P' P N 

cos $ sm s cos ( I — f) 



I 
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Ainsi îe poids , îa puissance et la pression sont respectif 
vement proportionnels aux cosinus des angles formés par 
la direction de la puissance avec le plan incliné^ par et 
plan av'ec fo verticale , et par la puissance ûsfec Vhorisonl 
La fonnule {h) tleiit lieu des deiit équations (Jet^); 
et on volt que \ d'après les principes d'algèbre , étant 
données trois des cinq quantités suivantes i, lepoids, la puis-* 
sance, sa direction , la pression et V inclinaison du plan^ 
on peut toujours trouver les deux autres, 

80. Soient deux points m^^iels m, m% disposes snrFif;. 38. 
deux plans inclines adossés AJj^ CB ( ainsi qu'on le voit 
£g. 38 ) , et unis par un fil inextensible mÇm', passé dans 
la gorge d'une poulie C : on demande les conditions d'é- 
quilibre de deux forces P^ P', agissant sur ces points, 
et formant avec les plans ÂC et BC les angles $ et à\ 

Les pressions exercées sur les plans sont les compo- 
santes qui leur sont perpendiculaires P sin tf , P^ sin à' ; * 
mais elles ne s'ajoutent pas comme précédemment, Pour 
qu'il y ait équilibre à l'aide de la poulie C ^ d'après ce 
qu'on verra (gS) , il faut que les composantes dans le sens 
des plans soient égales. On a donc P cos d c= P' cos ê\ 

Si les forces P et P sont verticales^ en nommant i dt / 
les angles formés par les plans avec la base borî^on-^ 
taie u4B ^ on a cos é=: sine, ef cos ^^ = sin«^, ainsi 



Psin f P' sin 1', ou 


\ 




Px ^'^ P'x ^^ 
AC CB * 


OU ertfin -=j- 

• 1 


AC 
"" CB 



Ce cas a lieu quand, les forces P et P' sont les poids des 
Jeux corps m et m'. Ainsi deux poids en équilibre sur deux 
plans inclinés | sont entre eux comme les longueurs de ces 
pians. 



. < 
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.^X^ 8i. Un point matériel est en équilibre sur un plan^' 

lorsque la résultante des forces qui le sollicitent est pet-* 
! pcndiculaire à ce plan : mais s'il s'agit d'un corps , cette 
condition n'est plus suffisante ; en effet une force per- 
pendiculaire à un plan , n'est détruite que parce qu'on la 
suppose appliquée en son point même de rencontre avec 
ce plan. Lorsqu'il s'agit d'un corps, cette hypothèse n'est 
permise qu'autant que ce point fait partie 'du corps (i3)y 
c'est-à-dire est un de ceux de sa base de contact avec le 
plan. Si le corps ne pose sur le plan que par différons 
points , comme une talA portée par des pieds , pour 
que la force perpendiculaire soit détruite , il faut qu'on 
puisse la décomposer en d'autres parallèles, qui passent par 
ces points et qui agissent dans le même sens ; ce qui exige 
visiblement que le point de rencontre de cette force avec le 
plan tombe dans l'intérieur du polygone qu'on forme en 
joignant ces points par des droites : car, sans cela , on ne 
pourrait la concevoir décomposée en d'autres qui, agissant 
dans le même sens qu'elle, passeraient par les angles dn 
polygone. 

• Il suit de là que , 

I. Lorsqu'un corps n'a qu'un seul point de contact avec 
un plan , il jaut deux conditions pour qu'il y ait équi- 
libre ; 1 °. que la résultante des Jorces qui le sollicitent 
soit perpendiculaire- au plan , et 2.^. qu'elle passe par ce 
point. S'il s'agit d'un corps qui n'est soumis qu'à l'ac- 
tion de la pesanteur , il faut que le plan soit horisontaly 
et que la verticale abaissée du centre de gravité passe par 
le point de contact. C'est ce que nous éprouvons tous 
les jours ; lorsque nous marchons , le centre de gravité 
de notre corps est' transporté alternativement au-dessus 
de chacun de nos pieds , ce qui donne à liotre corps un 
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léger balancement. Un corps pesant est donc d'autant 
plus près de sa chute, que la verticale abaissée de son 
centre de gravité sur le plan Lorisontal qui le supporte, 
approche davantage du contour de su base de contact. 
C'est pour cela que les murs les moins élevés, et dont 
les fondations ont une plus grande épaisseur , sont ceux 
qui ont le plus de solidité. 

II. Lorsque deux forces sollicitent un corps posé snr 
nn plan, il faut pour l'équilibre QUATRE ConDlTIONS; 
1°. qu'elles soient dans un même plan , c'est-à-dire 
qu'elles se rencontrent ou soient parallèles ; s,", que leur 
plan suit perpendiculaire au plan donné; 3°. que la ré- 
sultante ne laisse pas tous les appuis d'un même côté , ou 
que la perpendiculaire abaissée du point de rencontre des 
forces sur le plan tombe sur la base ; 4°. il faut qu'enfm 
l'équation (i) ait lieu. 

III. Lorsqu'une de ces deux forces est la pesanteur, 

tes quatre conditions se changent en celles-ci ; 1°. iljaui 
ijuc lajhrce tjui retient le corps pesanl en équilibre soit 
dans un plan vertical perpendiculaire au plan incliné ; 
2°, qu'elle rencontre la verticale qui passe par le centre 
de gravité au corps ; à", que la perpendiculaire menée de 
te point de rencontre sur le plan incliné ne laisse point 
les appuis d'un même côté; 4°- enfin qu'on ait l'équa- 
tion (d). Les deux théorèmes qu'on en a déduits (77) ont 



cgalement lieu ici, suivan 


que la force qui retient le 


torps sur le plan incliné 


si horisontale ou verticale. 


l)a. Lorsque des forces 


reiiemient un corps en équi- 


libn! sur un plan incliné, 


leur résultante, perprndîcu- 


Jiire àcaplan, exerce une 


presi^ion qui se distribue sur 


HBf^lgs points de contact 


du corps avec le plan : on 


Bk l'asHmiler à calle d' 


un poiids qui presse le plau 
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horisontal sur lequel' il repose. SMi y a n points de contact^ 
pour trouver Teffort exercé sur chacun d'eux , il but 
décomposer cette résultante P en n puissances, qui lai 
soient parallèles et qui passent par ces points de contact. 
Soient donc x', y ; or^/, j*'' ; . . . . x("), j-C") ; les cof^r- 
données de ces points ; a; et jr celles dîi point oh la 
force P rencontre le plan ; enfin soient ^, p^» . • . . pi*) 
lés composantes de P : les expressions ( O , n®. Sy ) de- 
viendront 

P =f/ +pff ^ piP) » 

Px =p'x' + pllx'f + . . . . ;?(«) arC») , 
Py =p'f -I- p'ifi 4- . . . . ;?(") jr(«/. 

Ces équations, les seules auxquelles les forces p% p^j,..,pi!*) 
doivent satisfaire , serviront à déterminer ces pressions lors» 
quUl n'y aura que trois points de contact , car il y aura 
dans ce cas autant d'équations que d'inconnues. Mais s'il y a 
plus de trois points de contact , le problème sera indéter- 
miné. 11 le sera encore , si le corps et le plan ne se touchent 
que par trois points en ligne droite , car en regardant cette 
droite comme axe des x ou des^, l'une des équations 
' ci-dessus devient inutile. 

Réciproquement si on donnait les pressions p^ p'\ . , • 
qu'éprouvent les points de contact et leurs situations res- 
pectives 9 ces trois équations feraient connaître leur ré- 
sultante P et son point d'application , qu'on nomme le 
centre de pression, 

83. Soit un corps pesant placé en équilibre sur deux 
plans inclinés : cet état ne peut exister qu'autant que la 
résistance de ces plans détruit le poids du corps : si donc 
ehacun d'eux tie «rencontre le corps qu'en un point, et 
ëk on leur élève en ces points des perpendiculaires, elles 



r 

devront 
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levroat se couper en un des points de la verticale r 
sant par le Centre de gravité , a&n que le poids du corps 
puisse i?tre decnmposé en deux autres forces de direc- 
tions perpendiculaires aux plans : les coirposantes seront 
les pressions exercées sur ces plans. Il résulte de là que 
le plan qui passe par Us appuis et par le centre Ûe 
gravili , doit être vertical , et de plus perpendiculaire 
aux deux plans inclinés ^ ou à leur intersection qui sera 
par conséquent horisontale. 

Tout ce que nous venons de dire n'est pas particulier 
au cas d'un corps sDilicilé uniquement par la gravité ; 
et s'il y avait dans le système des forces quelconques, 
il faudrait dire de leur résultante ce qu'on vient, d'es-« 
poser sur la verticale passant par le centre de gravité- , 

Pour obtenir les pressions que les plans inclinés éprou- ^''?,' ^- 
ïpnt , il faut décomposer le poids P du corps en deux 
forces qui soient dirigées sur les deux points d'appui. 
Le plan de la fîg. ?i^ est supposé élrc celu! qui passe 
par ces points d'appui K et / cl le cenlre de gravité G ; 
et plan est vertical et perpendiculaire aux plans inclinés, 
ijti'il coupe suivant j4E et BC. Les pressions ont pour 
directions KO et 01 perpendiculaires à ÀB et BC ; elles 
toiicourenl en O sur la verticale OP qui passe par Ic 
centre de gravité G dn corps KOI : VZ cl IJI sont des 
horisontales. 

Représentons par ^ l'angle que les plans-forment enlT« 
"w; par A et < ceux qu'ils font avec l'horison. : enfin par 
'■' et ries^re.isions , qui sont les composantes de la force 
micaU/Pdiiigées suivant OK et 01: et comme ces lignes 
ne sont pas perpendiculaires entre elles, on doit avoir 
fi^tniira an thi'oréme ( i8, I j , qui s'applique à ce cas. Or 
Ir.i forces /•, Ç ei T sont per])endiculiiires aux cités du 
triangle HBl ; on peut dont remplacer les angles que 
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SSg. 39. ces forces forment entre elles par ceux de ce triangle , 
c'est-à-dire par 4" , t et ; ce qui donne 

POT 

sm n}' sm e sm 

d'où on tire les valeurs des pressions Q et T. ' 

Si le corps GKI touchait les plans en plusieurs points , 
Paire comprise contiendrait le centre de pression pour 
lequel la théorie ci--dessus a lieu. C'est ce qui arrive pour 
rëquilîbre des parties d'une voûte , et pour la pression 
qu'exercent les Voussoirs les uns sur les autres. Voy. à cet 
égard V Architecture hydraulique de Prony^ et le Coin (io5). 

3. Du Levier. 

84- On appelle Levier une verge inflexible, sollicitée 
par deux puissances P et i", et retenue en un point fixe. 
U est clair que ces forces ne peuvent être en équilibre 
qu'autant qu'elles ont leur résultante détruite par la ré- 
sistance de l'appui ; ce qui exige que, 1*^. ces puissances 
soient dans le même plan , ainsi que le point Jixe , #f 
z^. que leur résultante passe par ce point. 

Cette double condition est nécessaire pour l'équilibré |i 
or la dernière peut être exprimée analytiquement ; çbt on 
sait (25) que le moment de la résultante R des deux forces 
P et P doit être égal à la somme des momens de ces 
forces, on Rr = Pp -{- Pp^, Si donc on prend ces mo^ 
mens par rapport au point fixe qui est sur la direction - 
de la résultante, r= o donnei'a P p' -^ P^z=o: les mo^ 
mens devront donc être égaux et de signes contraires* 
Bouc l'équilibre du levier exige TROIS cONDlTiOliS w 
X*. que les deux Jorces et le point d'appui soient dans /# 
même plan ; -j."*. que les jorces tendent à faire tourner 1^ 
levier autour de son appui dans des sens , dij/ërens ^ eâ 
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3*». que leurs momens soient égaux par rapport à cet 
appui. 

Ce théorème est général quelles que soient les forces , Fig. 4«»' 
leurs directions et leur^ dispositions par rapport à Pappuî. 
Soit , par exemple , le plan de la fig. 4® celui des deux 
forces P et P ; abaissant de l'appui A du levier BAC les 
perpendiculaires -^iJ/r=;7 , AN = p^', on aura Péquation 

pour exprimer l'équilibre , puisque les deux autres con- 
ditions sont remplies par l'état supposé du système; 
d^où il suit qu'alors la résultante passe par l'appui fixe. 
Comme on appelle bras de levier la distance d'une 
force à l'appui , on peut donc dire aussi que les forces 
sont en raison inverse de leurs bras de levier, 

85. Si les forces sont parallèles, le principe ci>desSus Fi^- ai; 
peut aussi s'appliquer, puisqu'on sait qu'alors (34) le théo- 
rème des momens a encore lieu. Seulement lorsque le 
levier est une verge droite EG, comme les distances des 
forces au point fixe F sont proportionnelles aux longueurs 

EF et FG^ on peut prendre ces longueurs pour les bra» 
de levier. 

86. Du reste on peut regarder çoinme inconnue l'une 
des puissances ou l'un des bras de levier, et l'équation 
Pp' z=zPp sert à résoudre les divers problèmes qu'on peut 
se proposer à cet égard. 

87. Quant à la pressioii exercée sur l'axe fixe, elle 
est la résultante R des forces P^ et P que cet appui dé- 
truit (4^)* Pour connaître la pression, il faut donc évaluer 
cette résultante , ce qui n'offre aucune difficulté d'après 
ce qu'on a déjà vu. En effet , soient a et a^ les iqcli- 

6 
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lukoBs àt$ forces P et P' sur leur il^snltmte A^ oê 

a,(i8,I.) 

p _ F _ n 

sin «' sin a sin ;^ a + «' ) 

on peat donc tirer de ces deux équations la Talcnr de deo 
des quantités P ^ P ^ R^ m, ti a,'. Ainsi <2r ces dmç ^mm- 
iîtés^ la puissance motrice P', la résistance V ^ la char^ 
R de V appui , ^/ les directions de ces forces , trois ét^mt 
données , on pourra toujours trower les deux autres. 

88. Quelquefois le lerîer n'est que posé snr Taxe fixe: 
alors pour qu'il ne glisse pas sur cet axe , il Êint qiie 
ia résultante soit normale au levier (78^. 

8^. On distingue trois espèces de leviers suivant les 
dispositions respectives de Tappui , de la puissance et de 
la résistance. 

Dans les^leviers du premier genre, Tappoi est#entrela 
puissance et la résistance ; telles sont les tenailles ^ les ba- 
lances , la romaine , les ciseaux. • • . 

Dans les leviers du deuxième genre ^ la résistance est 
entre l'appui et la force motrice ; on en trouve des exem- 
ples dans les barres employées à souleVer les pierres , 
dans les rames de bateau, qui trouvent leur appui dan^ 
l'eau, etc. \ ' 

Enfin la puissance est entre l'appui et la résistance 
dans les leviers qu'on nomme du trçisième genre; les 
pincettes en sont'un exemple, aussi biéti que nos organes- 
de mouvement ; les muscles en se raccourcissant, rap- 
prochent leurs points d'attache, qui sont voisins des arti^ 
culations autour desquelles il y a un mouvement de ro — 
talion. 

De toutes les machines , le levier est la plus simple , la^ 
plus utile et la plus iréquemment employée. La distinctio 
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qu'on a fait* des leviers en trois espèces , n'est d^aîitenrs 
d'aucune importance en théorie ; Tet ces trois sortes de ma- 
chines n'en formenr. réellement qu'une seule , puisqu'au 
fond rien n'empêche de considérer indifféremment la 
puissance motrice , la résistance et la charge de rappni 
comme trois puissances différentes ^ dont deux luttent 
contre la troisième ; et quand une fois l'équilibrt est 
établi entre elles , qui ^pourrait empêcher de regarder 
l'un quelconque des trois points d'application C^ A^ B 
comme l'appui , puisqu'ils sont tous fixes. 

90. Ayons maintenant égard h la pesanteur de la verge pig /^^^ 
qui sert de levier, les poids Ç etÇ' de ses Lranches^Jff et^iC 

sont deux nouvelles forces qui sont appliquées aux centres 
de gravité de ces branches. Soient Ç et Q^ ces forces , 
^ et q* les 'distances de l'appui A aux verticales menées 
par ces centres : en raisonnant comme précédemment , 
on verra que le système est composé de quatre forces dont 
les momens , par rapport au point fixe ^, doivent être 
égaux : la condition d'équilibre est par conséquent expri- 
mée par l'équation 

Si les poids de deux bras de leviers sont en équilibre , 
«ans le secours d'aucune force , alors Q^q' == Qq , et - 
notre équation se réduit à P*p' = IJ? , la même que si 
\t levier n'était pas pesant. 

91. La balance appelée Romaine est composée d'un 
Jléau retenu par un axe fixe ; elle sert à peser les corps 

qu'on suspend h l'un Je ses bras , à l'aide d'un poids 
-constant qu'on applique à l'autre bras , à une distance 
convenable de l'axe. Ces sortes d'instrumens portent des 
divisions à la branche sur laquelle glisse le poids cons- 
tant , pour s'approcher ou s'éloigUer de l'axe, jusqu'à ce 
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t\ut U fl#«u koh korî&ucritfJ: t:l i'asped âe ces dnûios 
fiiii jti^^r hnt-\*>^hstiuf du puLdb cic cmps gui ca sd»- 

ijfki dit IV^ujfUon prëc«<ie&lc ^'od ac aeei ponr mar- 
iât jr|- <#'« iiivi;,ion^ kur it Ln» le pluF lon^ ist gui pone 
lii |/oiJ0 mobile* Nou» ne aoQ& érrelcraitt pK 2 4k-re^ 
l'i|#|i<'f ii'i Vuiiuç^ii de cette éguatk/n : oa ptsal fwwMili^r Je 
'ïiuhé lift iiii^<:;tnii|ue , n*« loS. 

«j^Ai 1^ Ualance ordinaire est on lerîfr iki prmûrr 
Ift'iii'tf , dont !<.'« deux bras ou fléaux soaai égaux : ks 
Ion (*% i*n «équilibre doivent donc aussi ctic f^\f^ L'u 
d<*« bauinM porte la (substance qu'on veut peser; Tantie 
< oiilii'iit \t* poids qui lui (ait équilibre. Une aîgnille , 
piTlii'ndir.ulaire à la 'direction du levier , est fixée au- 
d<'f>Mj« de Vii\i\ de suspension ; cet axe est loî-mcme sou- 
tenu |>ar dtïix couteaus^, sur une chuppc rciticale ; les 
directions de l^aiguille et de la chappe doivent coïncider 
dans le cas dVquilibrc. 11 est inutile d'insister sur une 
niacbine aussi simple, et d^un usage aussi familier: mais 
il est à observer que si les bras de levier ne sont pas 
égaux , les poids ne peuvent pas Tétre non plos, et b 
balance est fausse. 11 est aisé de reconnaître la super- 
cherie ; car en changeant les poids de bassin , celui qui 
est le plus faible aura un bras de levier plus court, et il 
n^ aura plus dVquilibre. 

Quoiqu'une telle balance paraisse peu propre à peser, 
on peut cependant s'en servir avec avantage ;' et l'un des 
moyens que nous allons indiquer à cet cfTet , doit être 
employé dans toutes les opérations où on veut obtenir ' 
des résultats très- justes, même lorsque les balances sont 
exactes , parce qu'on sent assez que cette exactitude n'a 
lieu qu'à-peu-près. 

Soit Y le poids inconnu ; on le mettra ei| équilibre 



POULIE. &5 

avec nn autre corps ; puis ôlant Kdu bassin on hiî subs- 
tituera un poids Q qui fasse aussi équilibre à ce même 
corps ; on aura donc Y= Q. 

On peut encore opérer comme i^ suit : f/ et p étant 
les deux bras de levier , on devra avoir P'p' = Pp^ pour 
que les poitls P et P' soient en équilibre. St on change 
ces poids de bassin , c'est-à-dire de bras de levier , il 
faudra employer un nouveau poids 'Q pour mettre P' en 
équilibre, et on aura encore Pp=:Qp\ Le produit de 
ces deux équations donne P'^^^PQ, d'où P'=^(PÇ). 
Ainsi le poids cherché est moyen proportionnel entre 
VetQ. 

4* ^^ ^^ Poulie-» 

93. La Poulie consiste en une espèce de roue ou Fig. 41 
de cylindre d'épaisseur arbitraire, retenue par un axe; et 4^. 
on la fait ordinairement circulaire , et c'est dans cet état 
que nous t'examinerons ici. La surface courbe de cette 
roue est creusée en gorge et en partie enveloppée d'une 
corde. Dans le cas où la poulie a sop axe fixe, les puis- 
sances P et P' sont appliquées aux. deux extrémités da 
cordon : voyez fig. ^i. Quand la poulie est mobile , 
comme dans la fig. 4^) ^^ cordon a l'une de ses extré- 
mités P' fixe ; et la seconde puissance Q agit sur Taxe 
même. 

Comme on peut remplacer le point fixe par une force 
de grandeur et de direction convenables , que la poulie 
soit fixe ou mobile , on peut la regarder comme sou- 
mise à l'action de trois forces P, P' etÇ, dont deux 
P et P' agissent aux extrémités de la corde P'GIHP^ qui 
embrasse la poulie ; et dont la 3". Ç retient Faxe E: Si 
la poulie est fixe , Q est la pression que les forces P'et P' 
exercent sur l'axe ; si elle est mobile y. P' est la pression 
causée sur le point fixe par l'effet des forces Pet Q. 
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D'après cela Fëquilibre ne peut avoir lieu qu^autarrt 
ijue la résultante de P et P' est détruite par la force Q ; 
cette résultante doit donc plisser par Taxe E , ce qui 
exige que les moïnens par rapport à cet axe soient égaux , 
ou P=:P', à cause de GE zzzEH. Mais cette équation, 
qui exprime seulement que la résultante de P et P' passe 
par J'axe E ^ nt suffit pour Téquilibre qu'autant que cet 
asc est immobile: et on voit quUl ne faut qu^UN£ seule 
CONDITION pour l'équilibre de la poulie fixe, qui est, que 
Ici forces qui agissent aux deux bouts de la corde soient 
égaies entre elles» En sorte qu'on peut faire passer un 
cordon sur tant de poulies fixes qu'on veut , sans que la 
tension change : seulement cela fait varier la direction de 
la force à laquelle ce cordon est saumis. 

Mais si la poulie est mobile , il faut en outre que la 
rcsulta'ntc de P et P% qui déjà passe en E , soit égale et 
opposée à la force Q. Or on a vu ( i8, IV) que la ré- 
sultante de deux forces égales P çt P' coupe en deux 
parties égales l'angle GAH qu'elles forment entre elles , 
et est = aPcosiSf yS désignant la moitié de cet angle, 
ou EAH. La force Ç devant avoir la même direction et la 
même grsfndeur que cette résultante , il s'ensuit qu'il faut 
DEUX CONDITIONS pour l'équilibre de la pcmlîe mobile ; 
savoir, i°. que îa force Q qui agit surVaxe , rencontre l'arc 
GIH embrassé par le cordon en son milieu l ; 2®. que son 
intensité soit 

Q==2Pcos^ (A). 

Ce théorème détermine en outre la valeur et la direction 

de la pression exercée: syr l'axe de la poulie fixe. 

Oii peut doiiTiçr i cçtte équation une autre forme : car 

dans- le triangle GEO^ ou a GO zxz GE x cas ^^ d'où 

Gfl Q ^ 
a cps ^zzzj—, = —. Donc la puissance P est à la force. 



♦ V 
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Q appliquée à Vaxe , comme le rayon de la poulie est, à 
la corde de Parc embrassé par le cordon. 

Si la poulie mobile était pesante, il faudrait regarder 
le poids Q comme formé de celui dont elle est réelle- 
ment chargée , augmenté du poids de la poulie. 

94. Concevons maintenant un système de plusieurs Fjg. ^3. 
poulies mobiles , comme on le voit dans la Gg. 43* La 
poulie O" ne peut se mouvoir sans entraîner la sui- 
vante 01^ et ainsi des autres ; le poids R monter^ doKic 
par l'action de la force M. Soient /', ^".•.»K'*) les teà— 
sions des cordons; aC, aC^e...2ffC") les arcs qu'ils em- 
brassent. Il est clair qu^on peut supprimer du système 
la force M^ et toutes le« poulies excepté C , pourvu 
qu'on introduise suivant le cordon COI une puissance t' 
qui le tirerait avec le même effort , que la puissance M. 
exerce sur lui : l'équilibre existe donc entre les puissances 
t' et R, On raisonnera de même pour chaque poulie, et 
an vertu de l'équation précédente, on trouvera pour i'é-* 
quilibre , savoir : 

C Rz=z:tt' cosff' 

Cff .f=z2t^ cosSff - 

autour de / ^„ ^„^ ^ ^„^^^ ^^,/ 

la poulie. 

etc. 

Ci") ^("-"Osa/C") cos ^("1 =a Wcos f(*>. 

Ces n équations sont autant de conditions nécessaires a 
l'équilibre : elles doivent servir à déterminer n des quan- 
tités Rj M, /', ///, ,,Ç,'^iH.,, : d'ailleurs chaque équation 
doit avoir une inconnue. Nous supposerons que la figure 
du système est donnée, ou que C, ^"•. . sont connues : 
bien entendu que chaque cordon appliqué à Taxe de la 
poulie , doit toujours couper en deux parties égales Tare 
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V, qu'embrasse le cordon suivant. Alors si on multiplie entre 
' elles les deux , trois , etc. , premières de ces équations , 

on déterminera aisément Z', ^", etc. , c'est-à-dire la ten- 
sion de chaque (Cordon; si on les multiplie toutes, on 
aura pour la relation entre les deux forces ilf et il , 
Fig. 43. l'équation 

JR = s'»xM(cosC'.cos^^.cos ?".... cos ce»)) (Z). 

Il suffit donc de connaître les directions des cordons pour 
trouver le rapport entre les forces R et M. 

c)5. Lorsque deux forces parallèles R et M sont ap- 
pliquées aux deux extrémités d'un cordon passé sur. une 
poulie fixe , leur résultante est égale à la somme des 
forces, ou plutôt au double de l'une d'elles (^i); la for- 
mule (k) s'applique encore à ce cas, en faisant /S =0. 
Il est même visible que lorsque la poulie est mobile, la 
force M a alors la direction la plus favorable pour re- 
tenir en équilibre la force H, puisqu'elle est la plus petite 
possible. L'équation (/) ** donc également lieu. 

Si on a un système de poulies mobiles dont les cor- 
dons soient par-alièles , alors cos Ç' = cos C"= etc. = i , 
et l'équation (Z) se réduit à /l=:2"il/j d'où on tire 

Mi 

R 

est à la puissance de 2, marquée par le nombre des poulies 
mobiles. 



= r : la force est à la résistance comme l'unité 



Fig. 44. ^96. On appelle Moufjle une machine composée de plu- 
. . sieurs poulies portées par une même chappe : on assemble 

une mouffle mobile avec une mouffle fixe ; de sorte qu*un 
xn^me cordon , tiré par une force M, embrasse tour-à- 
tjour les poulies. La mouffle mobile porte un poids qu'il 
faut ajouter à celui de la m&uflle même ; soit R la sopamQ 
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de ces deux poids, qui se distribuent sur les poulies mo- 
biles , de manière que chacune en porte une portion. 
Quant aux poulies de la moufïle fixe , elles ne ser\'ent 
qu'à changer la direction des cordons, sans modifier la 
force M (98), qui tend tous les cordons avec la même Fîg. 44» 
intensité. D'après cela , cherchons les conditions d'équi- 
libre entre les forces M et H. 

Supposons d'abord que les cordons soient parallèles , ce 
qui n'arrive que lorsque les rayons des dwerses poulies 
croisseût en progression , dont l'a dijjèrence est le rayon 
de la plus petite poulie. Soit jR' le poids que porte la 
poulie A : il est visible qu'on peut supprimer du système 
toutes les parties , excepté la poulie A , le poids Bf et 
les deux forces M qui , agissant suivant les cordons a kl e^ 
produisent l'équilibre : on a donc il' = slM. Pareillement 
le poids il" que porte la poulie B est soutenu par deux 
forces Mj qui agissent selon les cordons b et d; d'où 
H^f z=: zM^L Enfin le point i d'attache du cordon c porte 
le poids JR'", d'où M=R"', Ajoutant ces équations, 
comme jR' + Rf/ +fl'" = R, il vient R ~ 5M. En gé- 
néral le poids est égal à la puissance multipliée par le 
nombre des cordons qui aboutissent à la mouffle mobile ; 
ou Rt=znM^ n désignant ce nombre de cordons. 

Quand les directions des cordons sont quelconques, il 
faut décomposer chaque tension en deux forces, l'une 
horisontale , l'autre verticale : ces composantes doivent se 
«îélruire séparément. Soient a,j8, y.... les angles que 
forment les cordons avec l'horîson; en raisonnant comme 
ci-devant , on trouve pour la condition qui exprime que 

ces "Composantes verticales se détruisent , 

il = M (^ sin a + sin /S -|- sin y . , . .). Quant aux compo- 
santes horisontales , on y aura égard à part : elles se dé- 
truiront, par exemple, si les deux cordons qui embras- 
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«ent chaque poulie mobile sont également inclinés sur 
rhorison. 

On voit que la disposition la plus favorable à la force 
il/, est lorsque les cordons sont verticaux. C'est pour 
cela qu'on emploie plus souvent les moijffles dont les 
, cordons diffèrent peu du parallélisme; et alors on les 
regarde , en effet , comme parallèles dans les calculs ap- 
proximatifs. 

5. Du Treuil. 

Fiff. 45. 97* ^^ Treuil ou Tour est une machine composée 
d'un cylindre et d'une roue qui ont le même axe, et qui 
font corps ensemble : cet axe a ses deux extrémités pla- 
cées sur des appuis ou tourillons ; une corde est enve- 
loppée autour du cylindre, et est attachée à une résis- 
tance, ou supporte un poids. On imprime à la roue un 
mouvement de rotation $nr l'axe ; elle fait tourner le 
cylindre , la corde s'enveloppe , et par là on surmonte la 
résistance , ou on élève le poids. Ce mouvement de rota- 
tion est donné à la roue, soit à l'aide d'une corde qui est 
enveloppée sur celte roue , et qu'une puissance sollicite ; 
.soit en garnissant les jantes de cette roue de chevilles aux- 
quelles on applique des forces, ou sur lesquelles de» 
hommes montent en agissant par leur poids. 

Quelquefois au lieu d'une roue on se sert de deux leviers 
qui traversent le cylindre, ou de Manwelles^ fig. 47 €t 54** 
mais les effets sont les mêmes ; la révolution est seule- 
ment moins uniforme ; la machine a d'ailleurs l'avantage 
d'être peu embarrassante. Au reste, pour les conditions 
tl'équilibre, toutes ces dépositions sont indifférentes. L'axe 
du cylindre peut ctre horisonlal , comme dans le treuil» 
la Roue de carrière^ la Grue qui sert dans les bâtîmens, fie» 
11 est vertical dans le Cabestan^ machine dont on se sert 
pour amener peu-à-peu des fardeaux considérables» 
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'^ Dépouillons le tour de tout appareil extérieur inutile ; rig- 4^' 
ÂB est l'axe du cylindre que nous 'supposons horisontal , 
A ei B sont ses appuis ; FCD est la roue perpendiculaire 
à l'axe ABj D son centre ; le plan de la roue coupe 
le cylindre suivant le cercle LD3f. La force P est ap- 
pliquée à l'extrémité de la corde FP tangente à la roue 
au point F , et dans le plan de cette roue ; la résistance , 
que nous représenterons par un poids Q , est attachée à 
la corde QIH qui enveloppe le cylindre ; le plan per- 
pendiculaire à l'axe passant par cette corde , coupe ce 
cylindre suivant le cercle GHJ. 

Cela posé , au point M ^ où le plan horisontal conduit 
suivant l'axe du cylindre vient couper le cercle LDM ^ 
et de l'autre côté de cet axe relativement aii poids Q ^ 
appliquons deux forces verticales Q' et Q^/, opposées ■ et 
égales à Q; l'état du système demeurera le même. Or, 
les forces Ç e^ Ç' sont eu équilibre puisqu'elles sont égales 
et à la même distance de l'axe : c'est-à-dire que leur ré- 
sultante 5=aÇ, rencontre l'axe au point K, situé au 
milieu de GD, Il ne reste donc plus que les forces P et Ç^/, 
qui sont dans le plan de la roue ; ces forces sont dans 
le cas du levier , elles doivent tendre à faire tourner eu 
sens contraire , et leurs momens relativement au point 1) 
doivent être égaux ; ceux de Q et de Q" le sont d'ailleurs 
aussi (38) ; donc , il faut DEUX CONDITIONS pour t équi- 
libre du treuil; 1*». que les Jorçes tendent à le faire tour*- 
ner en sens contraire, et a**, que leurs momens par rap-- 
port à Vaxe soient égaux : ou | ce qui revient au même^ 
^ue la puissance soit à la résist^çince tomme le rayon étu 
cylindre est au rayon de la roue. On peut donc regar- 
der comme inconnue l'une quelconque de ces quatre 
quantités , et résoudre tous Jes problèmes relatifs au 
"treuil. 
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c)8. Kous ferons iei quelques remarques importantes. 

La corde dont on se sert dans le treuil , est corn» 
znunément d'un diamètre qu'on ne peut négliger. L'action 
des puissances se transmet par l'axe de la- corde ; il est 
évident que son rayon doit être ajouté d'une part à celui 
du cylindre , et de l'autre à celui de la roue. La seconde 
condition d'équilibre devient donc : la puissance est à la 
résistance qui lui fait équilibre dans le Tour, comme la 
somme des rayons du cylindre et de la corde , est à la 
somme des rayons de la corde et de la roue. 

Si donc la corde s'est enveloppée autour du cylindre, 
et en a couvert entièrement la surface, pour qu'elle con- 
tinue de s'enrouler, elle doit former un second rang; ainsi 
on doit augmenter la puissance. 

La puissance qui agit sur la roue d'un treuil a d'autant 
plus d'avantage que le diamètre de cette roue est plus 
grand ; mais la direction de cette force est entière- 
ment arbitraire : il suffit que la corde qui transmet son 
action soit tangente. Du reste cette roue peut être placée 
• partout où l'on voudra sur la longueur du cylindre sans que 
l'équilibre en soit troublé ; et même si le plan FC de la 
roue se confond avec celui du cercle //G qui porte la ré- 
sistance Q , la condition d'équilibre demeure encore la 
même puisque la machine est réduite à un simple levier. 

Dans le cabestan , l'axe du treuil est vertical : on sou- 
lève d'abord avec des leviers le corps. que cette machine 
est destinée à traîner , de manière à pouvoir introduire 
dçs rouleaux dessous , afin de diminuer le frottement 
(^voy, la note m ). On met ensuite en jfeu les leviers du 
cabestan et la masse entre en mouvement* C'est ainsi 
que , malgré tout le frottement quiil faut vaincre , nous 
voyons si souvent remuer j sans de grands, efforts y les. 
masses les plus lourdes. 
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La grue qu^on emploie dans les grands édifices a une 
longue pièce de bois oblique à Thorison : la corde qui 
soutient le poids à élever passe sur des poulies fixes que ^ 

ce madrier porte , et de là sur le cylindre du treuil. 
Tout T-assemblage est i;nobile horisontalement autour 
d^un pivot , sur lequel il est en équilibre ; de façon 
qu^ayant élevé le fardeau à une certaine hauteur , on 
peut le faire tourner aisément. 

99. Quant aux pressions^ exercées sur les deux appuis Fig. Ifii 
A n B j il importe de les calculer ; eHes sont produites 
par les composantes en A et B des forces P et Q du sys- 
tème, lesquelles équivalent à d'autres qui doivent rencontrer 
l'axe : savoir, d'une part à S^ et de l'autre à la résultante de 
P et Q'f \ nous allons nous occuper en particulier de cha- 
cune. 

D'abord , la forcô S décomposée en deux autres verti- 
cales en ^ et jB , donne (yoy. le n**. 82, II ) , les pressions 

KB AK 

suivantes, «avoir : —--^ xS. en A . et -t-= x S en B» 

AB AB 

Soient donc AD = b ^ GB = h\DG — c , et AB=a; 
d'où a = ^ -|- ^' -j- c : comme K est au milieu de DG , 
on a KB = ^ c -f- ^'1 et AK= | <? + ^ : ainsi les pressions 
qui proviennent deS=2Q sont 

c-4-23' ^ _- c+ 2b ^ 

r. enA.0., X Ç , 2,"*. enB..». — !— — x (/. 

a a ^ 

• 
La résultante des fot-ces P et Ç" est déterminée d'après 
ce qui a été dit (18 , V ) , prenons donc deux axes dans 
le plan de la roue , l'un horisontal et l'autre vertical ; 
les composantes parallèles à ces axes seront 

P cos a, et p sin 0t — Ç , 
en désignant par et l'angle connu que P fait avec l'ho* 
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Fie. 45. rison. Aîhsi , on trouve , en raisonnant comme d- j 
dçs9us , que les composantes verticales sont J 

i 

a — h ' ■ 

i«. en A. . . . ■■ — X (P sin a — Ç)^ 

a 

a*». cnjB. ... — x(Psina — Ç), 

a 

«lies doivent être ajoutées aux précédentes; 
Les composantes horisontales sont 

a — b _ 

i*>. en^..- xPcosa, 

a 

„ 3 ^ 

A*^. en jd . . • — X P cos « ; 

a 

on aura donc en y^ et en ^ deux forces verticales A et a' î 
et detix horisontales, ^ et ^\ L'effort exercé en A étant \ 
la résultante des forces Aet/K, serarsr ^(a'+/ic*), (18, V); , 
l'effort en B sera y (a''+^'*) : et les tangentes respec- l 
tives des angles formés par ces efforts avec l'horison sont 

— et — —. Or , comme les quantités A, a', ft et fi' sont 

données , on connaîtra la grandeur et la. direction clw 
efforts exercés -en A et B, l)n observera seulement qn6 
lorsque le mouvement de la machine a lieu , comme le 
point K change sans cesse , ces deux choses varient à me- 
sure que la corde s'enroule : mais il n'est ici question que 
d'équilibre. 

Le poids de la machine contribue encore à la jpression : 
on peut le regarder comme une force T appliquée sur 
l'axe au centre de gravité du treuil. Oh doit donc aug- 
menter les valeurs ci-dessus de a et a', des deux compo- 
santes du poids T. 
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• x 

6. Des Rouçs dentées. 

9 

100. Une Roue dentée est un cylindre mobile au*-Fig. Ifi* 
tour de son axe , et dont la surface est munie de filets 
parallèles à cet axe : ces filets ou dents s^engagent dans 
ceux qu'on forme de même sur une autre roue dentée, 
et cet Engrenage est tel , que dès que l'une est mise 
«n mouvement autour de son axe , l'autre tourne en sens 
contraire ; les largeurs des dents 9 et les intervalles qui 
les séparent, doivent être égaux dans les deux roues. Voy» 
la fig. 46. 

Sur l'axe de chaque roue dentée, on en adapte ordi-« 
nairement une autre , qui fait corps avec elle , et est d'un 
diamètre moindre : cette roue s'appelle Pignon ; les dents 
se nomment Ailes, Alors chaque roue dentée engrène dans 
le pignon de la suivante , comme on le voit dans la 
%. 46* ^^ une force M fait tourner le première roue A y 
\t pigtton a fera mouvoir la roue B ; de même le pignon 
de celle-ci mènera la roue C, etc. Enfin on adapte 
à la dernière roue D , au lieC de pignon , un cylindre 
non dénié , autour duquel est roulée une corde qui sou- 
tient un poids R , qu qui* est sollicitée par une force R, 
Cherckons les conditions d'équilibre entre la puissance M 
et la résistance /t, aussi bien que les efforts exercés sur 
les dents des roués. 

On observera que chacune de ces roues et son pignon 
ne sont autre chose qu'un treuil : on a donc ici à considérer 
un système de treuils. La manière dont nous allons ré- 
soudre le problême proposé, n'appartient pas seulement . 
aux roues dentées , mais l'esprit de la méthode doit être 
appUqué à toute machine composée , comme nous aurons 
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Fig. 4^' occasion de le voir par la suite , et comme nous Pavons 
déjà fait (94)» 

La roue A entraîne son pignon a, celui-ci mène la 
roue B ; désignons par P' l'effort exercé par les ailes du 
pignon contre les dents de la roue : soient de même 
f , P'", .... les efforts exercés par les ailes des pignons 
h^ c,. . . sur les dents des roues C ^ D. . . avec lesquelles 
ils engrènent. De plus soient r% r". . .rC"), etc., les rayons 
des roues; j', 5^/, ....^C") les rayons des pignons; l'in- 
dice C") est relatif à la dernière roue. Généralement les 
rayons sont les distances respectives de chaque axe au 
point de contact de la dent fivec l'aile du pignon d'en- 
grenage ; mais comme ce point varie à mesure que le 
système se meut, on peut prendre, par approximation, 
une distance moyenne : nous entendrons donc ici par 
rayons, les longueurs comprises entre les axes et le point 
qui est au milieu de la longueur des dents. 

Cela posé , M et P' sont deux forces en équilibre au- 
tour du treuil A , leurs directions sont tangentes à la roue 
et au cylindre ; de même pour les autres : on aura donc 
pour la condition d'équilibre 

A -Mr" z^Fs" 

B PV =FVf 

autour^ de la roue { C piiriii :=^pm^ft 

etc • etc. 

Dernière P(«-0 rC») = /Jj(«). 

Multiplions entre elles les deux premières équations, ou 
les trois premières , etc. , nous aurons , en réduisant 

Mr'r ff = Pifs's'f^ Mr'r »r'" = P"'s'sh'"^ etc. 
Mr'rllr"'. . . .rC«) = Rs' $fl i'" 5W .... (m). 
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Ces expressions servent à déterminer les pressions Pj P'',... Figi-46« 
la dernière donne le rapport entre les forces M et R, 
Elle sert d'après les principes de l'algèbre à résoudre ces 
Jproblêmes t toutes les quantités qui y entrent étai^t don- 
nées, excepté l'une d'elles, trouver celle-ci : on déduit 
ensuite les pressions , s'il est nécessaire. On peut au reste 
prendre potir la résistance M ou H indifféremment ; il 
suffit de remardutïr qiie ces forces agissent sur les deux 
ïoues^ extrêmes, M sur la circonférence et jR sur le pignon. 

Si , par exemple , on veut retenir en équilibre un poids 

it 3oooo kil. à l'aide d'une forcé de Go , en divisant ce* 

R , , 

deux nombres , on trouve, -rr^ = 5oo ; ainsi 

I 

rV r(") ^ 

--— -— = 5oo. 

s^s'f 5C") • 

le problème consiste à trouver le nombre des roues et : - 

leurs grandeurs ; ainsi il est indétermine. Si donc on par- 
tage 5oo en divers facteurs, tels que 49 ^ 9 5 et 5 , ils 

pourront être pris pour , — -— ...... Ainsi , entre 

autres manières d'établir l'équilibre , on prendra quatre 
roues, dans l'une desquelles le rayon du pignon ^sera le 
quart de celui de la roue ; il sera le cinquième dans Içs 
trois autres. 

, L'équation (m) s'énonce ainsi : la forcé et la résistance 
sont entre elles conïme le produit des rayons des pignons 
tst au produit des rayons des roues. Ainsi deux forces très- 
mégales peuvent être mises en équilibre à l'aide d'un sys- 
tème de roues dentées , et les effets de la puissance M 
»e trouvent par là beaucoup plus grands qu'ife ne l'au- 
raient été sans le secours de ce système. Voyez la note Y* 

7 
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loi. Il arrive quelt]uefois que les roues dentées n^ont 
pas leurs axes parallèles ; voici , dans ce cas la disppsîtîon 
qu'il convient de leur donner. Concevons deux cônes 
droits , qui , ayant leurs sommets en un même point et 
leurs axes fixes , auraient leurs surfaces tangentes suivant 
un de leurs côcës : si on imagine ces surûices revêtues de 
filets disposés dans le sens de ces côtés , Tun des cônes 
ne pourra tourner sur son axe sans entraîner rauilre, et 
le faire tourner en sens contraire. Si donc , par un même 
point du filet en contact , on fait passer deux plans , per- 
pendiculairement à l'axe de chaque cône , ils couperont 
ces cônes et en détacheront deux troncs, revêtus de filets, 
qui feront l'office de dents. Ces roues, n'auront pas ienn 
axes parallèles , et néanmoins engrèneront. 

7. Du Cric; 

Jflg. 47* 102. Concevons une barre QJS , dentée d'un côté, et 
retenue dans une chappe , ou forte botie KL ; en dessus 
on pratique une ouverture par laqudle cette barre peut 
sortir, lorsqu'on fait tourner un pignon E qui engrène 
avec les dents de la barre , et lui communique un mou- 
vement de translation. Cette machine s'appelle CHic : son 
usage est d'élever le poids qu'on met sur l'extrémité Ç 
de la barre; Pour mettre le pignon en mouvement, 00 
se sert d'une manivelle , disposée comme on le voit dafts 
la figure. 

Soit P la puissance appliquée à la manivelle dont le 
rayon £P est JR ; soit r le rayon du pignon, et Ç là ré- 
sistance à vaincre. Il est visible que «ette résistance 
peut être supposa, immédiatement appliquée sur la dent 
du pignon en contact avec la baire : ainsi (97) les momeas 
des deux forces , par i'apport à l'axe du pignon ^ doivent 
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être égaux; et on a itP==Çr. Donc la puissance est d Fig. /j?. 
la résiitance dans l'éi/uilibre du cric commt le ra^on du 
pignon est à celui de la manieeJle. 

On observera qu'on se sert fréquemment de manivelles 
à lirae courbes ; mais par rayon de la manivelle , il iâut 
entendre ici le rayon du cercle que la force P tend à 
décrire ; et non la longueur rcciifiée de ce bras. , 

Le cric qoe nous venons de décrire est appelé Crac 
simple ; voici la description du Cric composé. On dispose 
entre le pignon A' el la barre une ou plusieurs roues 
dentées, armées de leurs pignoi^s ; le pifjnon E n'agit plus 
alors immédiatement sur cette barre ; mais les effets de la 
puissance se transmettent en les mulliplianl. Il est inutile 
(le s'ébcndre sur une tbéorie aussi facile, puisqu'elle rentre 
dans celle des roues dentées : on en conclut que dans le 
crie composé la J'orcs P est à la résistance Q , comme le 
produit des rayons des pignons est au produit des rayon* 
des roues par le bras de la manivelle. 

8. De la Vis. 

iu3. Le triangle Isocèle OFB, en loiirnanI autour de Fîg. , 
l'jie ^Z parallèle à sa base OB, engendre par sa révolu- 
iion deux cSnes tronqués opposés par leurs bases. AlaLs si 
uuire le mouvement de rotation , ce triangle a encore dai» 
le sens de l'axe AZ , un mouvement de Iranslaliou, toi 
qne pour diverses portions de révolution , le plan de ce 
triangle s'avance dans le sens de ^Z, de parties propor- 
tiotmelles aux valeurs angulaires qu'il a décites; el que 
déplus après une révolution entière le point ii soit en O, 
« le triangle en O'PO, et ainsi Je suite,... ; ce triangle 
engi^ndrera un solide qu'on nomme Vis. La djtanre AD 
l'^ippclle le pas de la vis. Au reste , il n'est pas néccstaii* 
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que le polygone générateur foit un triangle : on peoC 
employer aussi un rectangle , et on a alors une \îs à 
filet canré. 

On nomme Ecrou une autre pièce sillonnée intérieure- 
ment comme la vis l'est elle-même en relief : l'un est pour 
aînsi dire le moule de l'autre ; de sorte que l'écrou est \t 
solide engendré par le polygone OHCBF ^ dans sa révo- 
lution autour de AZ , en s'avançant dans le sens de cette 
ligne , Ctomme dans la génération de la vis. 

Fig. 49* 1^21 vis n'est donc qu'un cylindre revêtu d'un cordon 
spiral de grosseur uniforme , et dont l'inclinaison , par 
rapport à la génératrice du cylindre, est constante : l'é- 
crou , au contraire , est un solide creusé de la même ma- 
nière. L'une de ces deux pièces est fixe ; l'autre est mobile 
dans le sens de sa génération , et peut par là s'insinuer 
comme en rampant sur la première. 

Nous supposerons ici que la vis est fixe et que l'écroti 
est mobile : une puissance P appliquée à l'extrémité d'un 
levier CB , tend à faire tourner l'écrou sur -l'axe de la 
vis et dans le sens de sa génération ; il s'agit de trouver 
les conditions d'équilibre entre cette force et celle qui 
tirerait l'écrou dans le sens de l'axe. 

Fig. /)8 io4* On nomme Hélice la courbe que décj'it autour 
et 5o. de l'axe AZ l'un quelconque des points du polygone gé- 
nérateur , tel que N, Cette courbe est évidemment tracée 
sur la surface d'un cylindre droit qui a AZ pour axe , 
et EIS = m pour rayon de sa base. Développons ce cy- 
lindre , et pour cela formons le rectangle edcf^ tel que sa 
base de soit égale à la circonférc-nce qui a EN pour 
rayon , ou J^: = cir. m s= :a w7n. De plus construisons sur 
ce rectangle le développement d'une révolution entière 
de l'hélice décrite par le point Ni pour cela observons 
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qnMl résulte de la génération Je cette courbe qu'en pre- 
nant pour abscisses x des arcs de la circonférence de 
la base de ce cylindre, les ordonnées, correspondantes y 
devront être comptées sur la surface, suivant les géné- 
ratrices, et croître proportionnellement aux abscisses. Soit 
donc pris Tun des points d de Thélice pour origine y 
ad = bc =:: AD =1 lu hauteur du pas de la vis que nous 
désignerons par h, yzizAx est l'équation de la courbe. 
Ainsi on a visiblement pour son développement une droite 
qui forme avec de un angle dant ^ est la tangente:, et 
comme on sait d'ailleurs que cette droite doit passer par 
le point b qui répond à une révolution complette, on a 

^ = -r- = . On concevra plus facilement ce déve- 

ac 2,^m ' * 

loppement en remarquant que toutes les tangentes me- 
nées aux divers points de l'hélice se confondent avec db 
lorsqu'on développe le cylindre. 

Supposons que l'axe de la vis étant verticale , la force P fi» /«, 
qui agît sur le levier CP soit horisontale et perpendi- 
culaire à la direction de ce levier. Soit Q le poids que» 
l'écrou supporte , ou la résistance qui s'oppose à l'effet de 
la force P et qui est parallèle à l'axe. Si l'çcrou ne po- 
sait que sur l'un des points de la vis, supposé à une 
distance m de l'axe , il serait placé en un point JV du Fia, 5o^ 
développement de l'hélice qui le porte : or ce point , 
pesant autant que l'écrou , serait sur la vis comme . suc 
un plan incliné bd. La force M appliquée horisontale- 
ment suivant MN , pour retenir ce point en équilibre , 
doit satisfaire à l'équation (^ n**. 77, page 78) qui est ici 

M=Q x-^=--^- — . Lorsque l'hélice n'est pas déve- 

joppée, celte force M est tangente au cylindre qui contient 
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Fi^. 5o rhëlîce , et perpendiculaire k la génératrice qui passé par 
le point N, 

Maintenant remplaçons cette force itf subsidiaire 7 par 
la puissance P, qui est celle qui exerce) efTectivement son 
action ; et désignons par p la distance de cette force à 
Taxe de la vis , ou le rayon du cercle que tend à dé- 
crire la puissance : pour que les deux forces M et P^ 
équivalent, il faut (97) que Ton ait i^=:±Jlfm ; puisque 
la force M est tangente à un cylindre , et qu'on peut 
assimiler le levier de la force P à la roue d^un treuil; 
d'ailleurs les bras de levier sont m et p. 

Par là Péquation précédente devient 

Qh:=iL7fpP (n), 

io5. JusquUci l'écrou a été réduit à un point pesant 
porté par une hélice : maintenant il s^agit d'axaminer ce 
qui arrive dans l'état physique des choses. 

^ Cette équation ne renfermant pas m , est indépendante 
de la distance à laquelle le point pesant est supposé de l'axe: 
elle serait donc encore la même si on eût pris le point N 
ailleurs sur la vis. Cette observation va nous conduire à 
un résultat général : car cette équation serait encore vraie 
si récrou , au lieu de ne toucher la vis qu'en on stvA 
point , la touchait 'en un nombre quelconque de points. 
£n effet, dans ce dernier cas, chacun porterait une por- 
tion du poids Q : ces portions étant désignées par Q', 
Q^ , etc. , on aurait (33) , Ç' + Q" + (?' + etc. = q. 
Mais, d'un autre côté, la force P qui podç le poids de 
l'écrou , peut être considérée comme la somme d'autant 
de forces partielles P, P", etc. , qu'il y a de points de 
contact , lesquelles scroient employées à faire équilibre 
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respectivement à chacun des pokk Q', Qff^ • • « • « On aura Flg. 5o« 
donc les' équations 

q'h=:L%pP, q»*h=2,wpPf, Q'"h=2irpPf'j etc. 

dont la somme donne de nouveau Texpre^sion (d). Ainsi/, 
en général , dans Véqmlihre de la yis , ia pmssanee êst^à 
ta résistance f comme le pas de la ins est à la circonférence 
que la puissance tend à décrire. 

11 est facile de conclure de là , que 

I*. La vis est une machine composée du levier et du 
plan incliné ; 

2®. Pour une même vis , Pef fet est d'autant plus grand , 
que la force est appliquée plus loin de l'axe ; 

3^. Pour deux vis diffécentes, et un même bras de 
levier, une force a d'autant plus d'avantage , que le pas 
de ta vis est moindre. 

9. Du Coin, 

106. Soit BD un prisme triangulaire de matière très-Fig. 5i. 
dure ; on l'insère par l'arête ou tranchant AB dans une 
fente faite à un corps , et frappant sur la tête ou face 
opposée DC, on le fait entrer avec- force, et par là on 
sépare les parties de ce corps. Cette machine se nomme 
Coin : on s'en sert pour fendre , ou pour obtenir de 
grandes pressions ; les couteaux, haches, poinçons, dents ^ 
griffes, etc., sont des coins. 

Pour déterminer la grandeur de la force qu'on doit ap- 
pliquer à la tête du coin pour fendre un corps , il est clair 
<]u'il faudrait connaître d'abord la résistance à vaincre : or 
cette résistance dépend d'une foule de circonstances par- 
iculières cxt rémement variables , tt qui ne sont presque 
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jamais connues. La théorie physique du coin est donc fort 
obscure, et on ne doit jamais s'attendre à établir rien de 
certain sur cette machine, 

Tig, 5a. Nèus supposerons que k direction de la puissance Psoit 
perpendiculaire à la tête AB du coin , car on peut tou-» 
jours , par une simple décomposition, ramener la chose à 
cet état. Cette force peut être considérée comme destinée 
à retenir le coin ABC , pressé en P et D par les parues 
du corps qui tendent à se rapprocher : on retrouve donc 
ici la théorie du plan incliné , et les pressions en F ei D 
doivent (yS), dans le cas d^équilibre, être perpendiculaires 
à BC et AC, 11 suit de là -que la résistance des points 
D et P ne peut détruire l'action de la force P, qu'autant 
que cette force peut être décomposée en deux autres Q etjR, 
qui passent par ces points ,- et dont les directions soient 
perpendiculaires aux faces BC et AC du coin. Donc les 
trois forces P, Q ^/ R doivent concourir en un même 
point E , être dans un même plan ABC, et de plus satis-^ 
jaire à la condition (i8, \) 

P Q ^ ^ 

sïn. QER "^ sïn.PER "" sïn. PEQ ' 

Au lieu des sinus des angles QER , PER et PEQ , on 
peut substituer ceux de leurs supplémens C, Aei B^ ou 
plutôt les côtés c , a ei b ^ qui étant opposés à ces angles 
dans le triangle BAC^ sont par conséquent proportionnels 

P O R 

à leurs sinus. On a donc — . = -^ = — --, d'où on 

c a b 

lire 

R^—P, Q=—P (0). 

c ^ c ^ ^ 

Si le corps est solidement fixé , et si la résistance qu'i! 
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. oppose à ia séparation de ses parties est connue, (Hr^gotirra Fi^. 52m 
donc juger si l'équilibre a lieu. Il suffira pour cela d'exami- 
ner, 1°. si les perpendiculaires élevées sur les faces du coin, 
en leurs points jF et Z) de tontact , concourent avec laf 
force P en un point E ; 2,^. si cette force , perpendiculaire 
à la tête AB du coin , est dans le plan de ces perpen- 
diculaires; 3^. enfin si les deux équations (o) sont satisfaites r 
ce qui forme QUATRE CONDITIONS. 

Mais ordinairement le corps est simplement retenu par 
des appuis, et il importe de connaître comment ils doi- 
vent être placés et quelles pressions ils éprouvent. 

I®. Si le corps est fixé à un axe IK , et ne peut que 
glisser suivant sa longueur, on décomposera la force Q 
en deux autres, l'une Ç// perpendiculaire à cet axe , l'autre ^ 
Q' suivant la droite FD qui passe par les points de con- 
tact. Soient tt, ^ et y les angles formés par BCy AC ti FD 
avec l'axe IK^ et faisons usage du théorème (18, I). 
Comme 

sin. Q;FQII = sin Q'fFD = cos y = sm.R'BR" , 
sm. Q;Fq = sin (a + Ç"jPD) = cos (fit — y) , 
sin.jRDjR' =cos(C + y), 

on trouve en ayant égard aux équations (0) 
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COs(^-y) ^p O COS (»-y) 
COS y C COS y 

C COS y C COS y 
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Fig. 5a. Pour l'equilibFe , les forces Ç' et R^ doivent être égales, 
donc 

it sin « ;= ^ sin ff. • • • • {p). 

Or dans le triangle ICM. on a . * = , 

.^ ^ Cl h CA 

^^ TUT ^^ — ^^ "fiC* ' ^* ^"* prouve que les uian- 
gles ABC j CIM sont semblables, ou Tangle ^s=ff, et 
Vaogle £ s:? a ; BA est donc parallèle à Taxe fixe IK* Telles 
sont les conditions d'équilibre. 

La pression sur Taxe est la résultante de Q" et JR*, dont 
le point d'application est facile à déterminer (Sa) ; sa gran- 
deur est Q^-i^ R^^ qui en vertu de Téquation précédente, 
se réduit à 

(ACOSa-f-3 COS ?), 

C 

^ b sin («--hC) 
ou P. ^i ^ 



csm at 
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en éliminant a. Mais si on n'a pas Q^zizR^ c.^-d. si AB 
n'est point parallèle à Taxe, l'équilibre n'a point lieu; 
jR* et Ç^ sont détruites , il est vrai ; il reste alors une 
puissance Q^ — R^ qui pousse le corps suivant FD , et 
tend à le faire glisser le long de l'axe. 

2^. Si le corps est simplement posé sur un plan JK , 
décomposons les forces Q et JR en d'autres parallèles et 
perpendiculaires à IK^\ celles-ci seront détruites par la ré- 
sistance du plan ; pour que les premières se fassent équi- 
libre , il faut non-seulement qu'elles soient égales ; mais 
encore qu'elles soient opposées , ce qui exige que la ligne 
FD soit parallèle à IK^ sans quoi le corps tournerait pour 
se renverser. Soient donc comme ci-dessus , a et ff les 
angles que forment les faces BC ci AC avec le plan IK , 
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ou avec la droite FD qui lui est parallèle : on trouva 

pour les composantes dans le sens de cette ligne 

Ç' =r Q sin « , JR' =r: il sin /9 , d'où Q sin « = iî sin jS, ce 
qui donne de nouveau Téquation [p). Ainsi , il faut encore^ 
pour réquilibre , ^ue AB soit parallèle au plan fixe ; 1710/^ 
en outre la ligne FD , ^ui joint les points de contact , doit 
aussi être parallèle à ce plan, La pression exercée sur le 
plan est Q-' 4" ^^^ ^^ Q ^^^ « + -ft cos jS 9 qui se réduit 
\ la même valeur que ci-dessus. 

3**. Enfin si le corps ne contient qu'un point fixe placé 
en un lieu quelconque N , on décomposera Q et il en 
deux forces suivant FD , et suivant les lignes menées du 
point N aux points F et D. Les premières composantes 
■ devront encore éire égales entre elles, la pression sur le 
point fiife sera la résultante des deux autres. 

107. 11 arrive ordinairement que le triangle ABC estFig. Si* 
isocèle , et que le corps est simplement placé sur un plan 
qui le retient. FD est alors parallèle à ce plan (106 , a*.) ; 

aP 

et comme a = 3, on a ii=()== • La force P doit , 

^ c • ^ • 

d'ailleurs être appliquée au milieu N de la tête dn coin , • 

pour que les trois forces P, Ç, H concourent en un 

même point. Ç'et R* sont égales, aussi bien que Q^ et il'% 

et que «et |S , ^ et B. On a donc , 

1°. Pour la pression sur le plan horisontal 

âÇ"= — X zP cos « ; or a cos a = BC xc«s jS| ^; 
c 

donc cette pression est = P. 

a". Pour les forces opposées Q' et H', Ç' = — P sin a ; 

c 

ora8in« = la hauteur h du triangle ABCj dont ^J? est 

Ph 
la W; donc Ç' = : ou , la force P est à la résistance 



\ 



io8 * STATIQUE. 

rijj. 52. Q', comme la tête du coin est à sa hauteur : • d'aillen» 
les puissances horîsontales Q' et R' se détruisent. 

En rapprochant cette exposition de celle qu'on a faite 
pour le plan incliné , il est facile de voir le rapport qu'elle 
à avec cette dernière, et avec la théorie de l'équilibre des 
voûtes. On reconnaît d'ailleurs que ia force P agit à l'aide 
du coin avec d'autant plus d'avantage , que h est plus 
grand, et que c est plus petit ; c'est-à-dire lorsque l'angle 
C est plus aigu. 

10. Des Machines composées, 

io8. La plupart des machines que nous Venons d'exa- 
miner sont , à proprement parler, simples. Mais il arrive 
souvent qu'une d'elles ne suffit pas seule à l'objet auquel 
01^ la destine : alors on en dispose plusieurs ensemble de 
la manière la plus convenable., et la perfection consiste 
à employer les moyens les plus simples et les plus faciles. 
Nous ne pouvons ici entrer en détail sur les machines 
composées, et on peut consulter à cet égard des ouvrages 
dont l'objet est différent'du nôtre (^ voyez les .Traités 
des Machines de MM. Hachette, Lanz et Betancourt). 
Mous ne devons nous occuper ici que des moyens d'ap- 
pliquer le calcul aux machines et de trouver le rapport 
entre la puissance et la résistance. Dans la vis et. les 
roues dentées , nous avons déjà fait remarquer l'esprit 
de la méthode qu'on doit employer à cet effet ; nous 
allons la rendre plus sensible par deux exemples. 

Fig. 53. log. De la Vis sans fin. Le cylindre qui a pour rayon 
crz=zr^ porte sur son axe une rouç dentée dont le rayon 
est Kc ,= h ; cette roue fait corps avec le cylindre , sur 
lequel est roulée une corde qui soutient un poidj^R : 
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-une ylsABj dans une situation horisontale, est posée surFig* 5S» 
deux tourillons A eiD : le pas de cette vis est EF-=z h , 

r.elle engrène avec la roue : enfin sur l'axe de la vis est 
une manivelle dont le bras est BCt=:ç, La force Ç, 
en impritnant un mouvement à la vis , fait tourner le 
cylindre et monter le poids. Cette machine a été nommée 

Vis sans fin. 

Proposons-nous de connaître, dans le cas d'équilibre, 
le rapport entre les forces il et Ç » et la pression X 
exercée contre los filets de la vis. II est clair que puisque 
l'équilibre existe entre les puissances Q. et Xy on a (io5), 
^'X=:Ç.cir ^ ; pareillement on a pour l'équilibre entre 
les forces il et X (97) , Rr = Xk en multipliauL ces deux 
équations afin d'éliminer X, on trouve 

Rhr =^Qk X cir y = a » çQh . . . . (^). 

Ainsi dans régui libre de la vis sans Jin , la puissance 
wf à la résistance comme le produit du rayon du cj-Undre 
par le pas de la vis^ est au produit du rayon de la roue 
par la circonférence que décrit la puissance, 

iio. Des Haquets. On appelle Haquçts les longues Fig. 54- 
voitures qui servent au transport du vin et des autres 
liqueurs. Ces voitures consistent en deux fortes pièces 
de bois , unies par des traverses , posées sur un essieu , 
autour duquel elles peuvent faire la bascule , et prendre 
par là une position horisontale ou inclinée. A la partie 
antérieure est un treuil , destiné à opérer le charge- 
ment. 

Supposons le cordon AI parallèle au plan incliné XiNT; 
nommons P le poids à élever, r le rayon C^du cylindre, 
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Fig. 54. 1 l'angle d'inclinaison du plan LN ^ Q la puissance mo- 
trice ; enfin ^ le rayon du cercle qu'elle décrit 

Le plan incliné réduit le poids P à P sin i (/* , n*. 77) ; 
or, ee poids est mis en équilibre par la puissance mo- 
trice Ç, à l*aide du treuil; on a donc -(97) 

Ç^ = IV sin f . . . . (r). 

n arrive quelquefois que le fardeau qu'on veut élever 
est cylindrique , tel que le serait un tonneau ; alors une 
corde est roulée autour de ce tonneau , et l'une de ces 
extrémités est fixe en iNT, tandis que l'autre est appli- 
quée au cylindre en A, ht poids P faisant l'office d'une 
, poulie mobile , est réduit à j P (98) , et on a seulement 
Ç^ = 5 jRr sin t. 



\ 



NOTES. 



(^Les matières traitées dans ces cinq Notes 
ne sont pas comprises parmi celles qu'on exige 
des candidats à l'Ecole Polytechnique ; c'est ce 
(jui nous a déterminés a les placer à la fin de 
fouvrage.J 



NOTE PREMIERE. 



Sur le parallélogramme des forces. 



iii.Notf s avons démontré que toute la théorie de Téqui- 
librere pose sut le seul principe de la composition de deux 
foKes en une. La proposition du paralléiogramme des 
tuces dok donc être regardée comme U plus importante 
it toutes y puisqu'elle sert de fondement à la Statique 
entière. Le calcul différentiel s'applique à ce théorème 
f une manière si simple , que nous avons cru devoir re- 
piodaire ici la démonstration suivante ^ due à d' Alembert , 
{yoyez les Mémoires de T Académie des sciences | an* 
née 1784) et qui n'est fondée que sur ce principe. 

I 

Lorsque deux Jorces sont égales , leur résultante divise 
l'angle qu'elles /arment en deux parties égales ( n^ i5). 
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fig» 9- Premier cas : les forces étant égales. 

Soient P et Q deux forces égales ; la ligne ^^, qttî 
divise l'angle PAQ en deux parties égales, est la direction 
de leur résultante. Soient z cette résultante inconnue, et* 
l'angle zAP ou le demi-angle formé par les puissances, j 
Il est manifeste que la résultante z est déterminée par les 
valeurs de 6 et P, avec lesquelles elle varie; en sorte que z 
est une fonction de d et de P, ou 

c'est cette fonction qu'il s'agit de trouver. Pour cela 
concevons dans les mêmes directions AP^ AQ deux autres 
forces p et q j égales entre elles : leur résultante y sera 
donnée par l'équation t=F ( p ^ ê) y qu'on tire de la 
précédente en remplaçant P par p. Nous écrirons seule- 
ment que 

z=JP, et t=Jp, 

parce que nous considérerons d'abord è comme constant. 

Cela posé, si les forces P et p^ Q et ç agissent en- 
semble, le système de deux forces égales P-f-/?, Ç+7» 
agissant selon AP et AQ , aura pour résultante ^ + r : la 
valeur de cette résultante s'obtient en substituant ci-dessus 
p-^ P k p j et on trouve d'après le théorème de Taylor 
( voyez le Cours de Mathématiques , n°. 644 ) * 

i + z=/(^p-\.P)=/p-i-PJ'p+iP^f'p + ttc., 

d'où 

/P=Pf'p + iPY"p-h ttc, 

en remplaçant z et * par leurs valeurs yP, Jp. Te» 



I 
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f^p 9 J^V ? • • • • désignent, diaprés la notation de Lagrange, Fig. g, 

les dérivées de Jp du i*'. ordre , du a*. , ou 

dt d^t 

Or le premier membre est indépendant de p. Il ne 
peut donc être identique avec le second , qu^antant que 
celui-ci ne contient pas p ; car cette équation établirait 
.' une dépendance nécessaire entre les quantités P et p ^ 
ce qui est contraire à la supposition. DoncJ^p^J^^pj, . .. 
sont indépendans de ^ , ou ^onstans ; puisque *sans cela , 
les coefficiens de P, P*, .... contiendraient p , qui ne 
pourrait pas disparaître du second membre , du moins 
tant que P demeurerait arbitraire. Ainsi f'p = a , prouve 
que fp^J'^p^» •• • sont nuls. De là résulte yP=ûP=z: 
ce qui prouve que la résultante z des deux forces égales 
P et Q , varie proportionnellement aux composantes , 
l'angle 4 demeurant fixe. 

Mais si les inclinaisons des forces \'arient^ $ n'est 
plus constant , et dans notre équation z = aP^ la quan- 
tité a doit changer ; en sorte que a est une fonction de ^, 
que nous désignerons par (pd , ou 

. ^.= P(pé ; 

c'est cette fonction qui reste à déterminer. Pour cela 
traçons deux droites Ax , Ay qui forment avec AP le 
même angle quelconque xAP=:yAP:^=zi ^ et décompo- 
sons la puissance P en deux autres x tl y dirigées suivant 
Ax et Ay. En considérant P comme résultante des deux 
forces e'gales x eiy^ l'équation précédente devient 

P:=a?(|p(, d'où « = J?,<P8.çô. 

Si on opère pour Q une pareille décompositioa,^ les forces 

8 



ii4 NOTÉ I. 

^g* 9» proposées P et Ç , seront remplacées par quatre autres 
égales entre elles et k x ^ et qui feront deux à deut 
avec Az les angles respectifs ô 4- « et Ô — e. La résul- 
tante des deux premières e.«t x.^ (ô + i) , toujours dV 
près Tcquation ci-dessus i celle des deux autres forces, est 
a?. 9 (<) — «). Donc 

;? = a:.(p (fl + c) + oj.q) (d — {)» 

mettons pour r sa valeur et réduisons, nous obtien- 
drons , pour déterminer ^6 , la relation 



<}ette détermination est assee embarrassante en continuant 
"de suivre le procédé <lonné par d'Alembert ; c'est ce 
fqui nous porte à préférer la méthode -suivante due à 
M. Poisson , qui est parvenu J'une manière ttès-ingér- 
jnieuse à éviter une intégration assez .pénible. 

•En développant le second membre de notre équation 
f>ar le tbéoréme de Taylor, il vient 



,(pc = (pd + «.<p'd + ■; «*.(p"d + etc. 
+ q)d — f.cp'd + ^ f».(p*d -T etc. , 
ou . 





I" -> H / ■ '-"r 


^et divisant tout par 9^ , 


• • 


ntt — / t J ■ _L 


/♦ (p»^d 



^ . . +etc. J. 

Oh ^eut voir y comme' ci-dessus 9 qui puisque ^ 'n7e»iAe 



, * 
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pas dans le premier membre , ^ .... sont in-Fig. 9, 



dépendans de êy c'est-à-dire , constans : ainsi qfH=ik.\ 
d'où , en différentiant , ^'^é = i.^//0 = A*.(pé : de même 
((^H 7;=. lé*0. • . • et ainsi de suite. Donc 

« 

jQr i\ est ^dair que ce développement est celui du cosinu^ 
de l'arc 1 ^ — Ar ( voyez le Cours die Mathëmatique^s , 
n«». 679 et 65o ) ; donc ^i = 2 cos f 1 \/ — A ) , et comme 
k est une constante indéterminée , nous remplacerons 
^ — k par b , et nous aurons 

■ 

r=: aPcos (&i). 

J^ lettre b représente d'ailleurs une vale^ur nujnér- 
lîqqe ^ qui est encore inconnue 9 et qu'il s'agit de 
trouver. Pour cela attribuons au;c forces des direction^ 

telles que é=-^, % désignant Ja demi- circonférence 

dorit le rayon est un : nous aurons s:=z nPcos (jt) , 
d'où r = o ; or on sait que la résultante n'est nulle que 
quanti les forces sont opposées (lo) ; ainsi la valeur prise 
ciniesdus pour I doit être égale au quadrans , ou ^ v : 
donc ^=ri , et on 'a 

Z = ^PCQS ê, 

Qr, si sur les directions JPj AQ de nos forces, nousFig. 7. 
proaonj des dongueurs égales AD et Ali pour les repré- 
senter , DH sera perpendiculaire sur la direction AG 
de la résultante. Or le triangle rectangle ADE , dans le- 
quel l'angle DAE = « , donne JE ;=zAD cosé] donc 



\ 
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z 2.AE , 

■rig. 7- -p- = 2 cos « = -^. 

Il suit de là que si on prend EG := AE , r et P seront 
dans le même rapport que AG et Aï), Ainsi la résul- 
tante z sera représentée par AG qui est visiblement la 
diagonale du rhombe construit sur les parties AD^ AU 
qui représentent les forces P et Ç. Nous retrouvons ainsi 
le théorème ( i8., IV ). Voyons comment on peut trouver 
aussi les autres propositions dont celle-ci n'était regardée 
que comme une conséquence. 

Deuxième cas ; les forces étant à angle droit, 

Kg. 8. Soient P et Ç les forces , et AR la direction de leur 
' résultante. Menons la droite IK qui forme Pangle.... 
DAI = PAR = fl ; KAQ sera égal à QAR et complé- 
ment de 6, Cela posé, on pourra remplacer la force Ppar 
deux autres dirigées suivant AI et AR ; et de même Q 
, par deux forces agissant selon AR et AK ; Téquation 
précédente donne pour la valeur de ces composantes 



et 



2 cos 4 2 sm (^ 

Les forces P et Q- seront donc remplacées par quatre 
autres, dont deux opposées devront.se détruire pour que 
AR soit la résultante ; les deux autres s!ajoutent. Donc 
on* a d'un côté P sin ^ = Ç cos é , ou Q r=P tang ; et 
de l'autre P= il cos , Ç = il sin ô. 

Or si on prend sur AP et A(^ des. parties AD et AH 
proportionnelles à PetÇ, en achevant le TtciaingleAHGDf 
on obtient dans le triangle AGD, 

DG=AD tang «' , AD=AG cos *', 
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en désignant par 0' Pangle formé par la diagonale j4G et 
le côté. Mais puisque DG et jiD sont dans le même rap- 
port que Pet Q, la première de ces équations devient 
Q=iP tang ê^ ; donc = d^ ^ la seconde donne 



AD P 

= cos ê = 



AG R 

m 

Ce qui prouve que la résultante est représentée e« gran- 
deur et en direction par la diagonale du rectangle. 

Troisième cas : les J'orces étant quelconques. 

Soient encore P et Ç les forces faisant eAtre elles Fig. 10. 
Fangle « , et AR leur résultante formant avec ces forces 
les angles tf et c. Décomposons la force Q en deux autres 
dirigées suivant AK et AP à angle droit ; elles sont 
Q sin ce et Q cos a. Par là on doit composer les deux ^ 
forces rectangulaires Q sin « et P+ Ç cos u. L'équation 
Ç=:/isin ^ trouvée ci-dessus devient ici Q sin «*==/{ siti tf. 
Or on peut visiblelknent y changer Q en P, et 4 en i : donc 

P Q R . . . , I 

on a '=— r^ — =— : ; ce qui reproduit le tneo- 

sm f sin sin ce 
réme (18, I).« 

Du reste en prenant AH et AD proportionnels à Pet Ç, 
il est visible que si on forme le rectangle KL sur AHj 
deux forces représentées par AK et AL remplaceront la 
puissance Q ; en sorte que si on prend DI = AL , on 
aura à composer deux forces proportionnelles à AK et 
AI ; ainsi la diagonale AG du rectangle Kl représentera 
la résultante des deux forces rectangulaires qui rempla- 
cent P et Q : mais HADG est un parall^^logramme ; 
doac la résultante cherchée est représentée par cette dia- 
gonale ; ce qui reproduit le théorème (17). 



*■ 
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NOTE II. 

SuB l'Équilibre d'un corps solide, sollicité par 

DES FORCÉS Qt^EiCOTNQUES. 

iia.^GoNsîBÉftOWS (f abord le cas où les forces sont dam 
un même plan , qtte nons prendrons pour celiiî des xy. 
Soit donc une- figure pla'ne solide, sur les divers points de 
laquelle agissent des forces P% P", .... situées dans le 
plan de cette figure ; désignons par x' ^ y ; x^'^yH ;. . •. 
les coordonnées de ces points, et pat a', «^^.••.. les 
angles que ces puissances forment avec Taxe des x. Si 
on décompose P^ en deux forces parallèles aux axes, oh 
aura X^ et Y^ pour les composantes ; de même X" et Y'f 
seront celles de P^ , et ainsi de suite : de sorte qu^on 
trouvera (i8, V) 

P' cos rt' ±:i A'S pncosJf=X^, etc. 
P' sin «' = P , FI sin Jl— Y% etc. 

Nous aurons ainsi deux groupes de forces parallèles aux 
axes ; il sera aisé de composer chacun dVux en une seule , 
d'après ce qu'on a vu à la fin du n**. 38. En désignant 
par X la résultante des forces parallèles aux x, et par b 
. sa distance à cet axe ; par Y et par a les mêmes choses rela- 
tivement à l'axe des y\ on obtient 

X =X' \xft +etc. r=jr' +Y'i +etc. 
Xb — Xy + X'y/+ etc. Yaz=: Yx' + Tixfl+ etc. 

^ Il est maintenant aisé de composer les deux forces X et y 
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en une seale , qnï sera d^ailkurs appliquée en leur point 
de concours , dont les coordonnées sont a et b. Pour 
faire cette composition , il sufïit de remonter aux équation^ 
B ^ C et D du n*». 22 , en y regardant X et P" comme 
connus. 

Comme le point d^application de la résultante cher- 
chée R peut être indifféremment l'un quelconque de ceux 
du corps solide pris sur la direction de cette force , nous 
allons chercher Téqnation de la droite suivant laquelle elle- 
est dirigée. Celte droite passe par le point dont a ti b sont 
les coordonnées, ainsi l'équation est^ — d=tanga(à; — a)^, 

ou r à cause de .tang a = -=- \ , 

enfin mettant pour le second membre sa valeur, 

Xy — rx = Xy — Tx' + X'yi — Y'ixll H- etc. • 

Ici X tl y représentent les coordonnées du point d'ap- 
plication de la résultante. Observons que X'y^ — Y^x' 
est la différence des momens des forces X' et Y par 
rapport à l'origine , et on sait (26) qu'elle est égale au 
moment de leur résultante P' (parce que les forces X' et Y 
tendent à faire tourner en sens contraires ) ; il en est 
de même des autres termes de l'équation. Soient donc 
^% /?''.. ..r, les longueurs à^s perpendiculaires abaissées 
de l'origine sur les directions des forces P', P^,*..Rf 
l'équation précédente équivaut à Rr= P*p' -{- P'pff + etc. 
Ainsi on a les trois équations 

X=X' +X'f +etc., 
Y = r + Y'f +ctc., 
ilr=F/î' + PV+ etc. 
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On observe que ce résultat n'est autre chose qne h ttJh 
nion des équations (B) et (F) , n^*. a2 et aS , et que le 
théorème des momens, qui était une conséquence des 
premières lorsque les forces concouroient en un point 
unique , entre ici comme une des conditions nécessaires. 
Les signes de cette équation doivent d'ailleurs être déter- 
minés de la même manière que lorsque les forces con- 
couroient , puisque le produit P'p^ , par exemple , est 
introduit ici comme provenant des forces X', y, qui con- 
courent. 

Représentons la somme des momens des forces par n , 
et nous aurons 

> W 

Rr=n = Xx — rx. S 

Les deux premières , traitées comme dans le n®. 2.2, | 
déterminent la grandeur et la direction de la résultante; 
et la troisième étant l'équation de cette direction , en fixe 
la position. D'ailleurs elle donne pour la distance r de cette 

droite à l'origine, r=-^^ ce qui fournît, si on 'veut, 

un autre moyen de la construire , puisqu'elle doit faire 
avec l'axe des x l'angle a , et être tangente au cercle décrit 
de l'origine comme centre avec le rayon r (*^. 

(*) La manière dont nous sommes parvenus aux équations (a) ne 
permet pas de conclure qu'elles aient encore lieu lorsque les forces 
paralU-les à im des axes ne peuvent t^tre réduites qu'à deux égales e( 
non diamétralement opposées. Ainni, lorsque X\ JC* * . . équivalent à 
X^ et — jï' , en composant X^ avec JP" , et leur ri^ultante avec 

— X ^ , on Terra bientôt que les équations (a) subsistent , en faisant 
A^= r>, rareillemcnt si m outre Y\ Y** .... ne peuvent aussi se ré- 
duit' qti'à Y^ et — Y ^^ en composant X^ avec Y^ y puis — X ^ et 

— J '^ , on a deux résultantes qui se détruisent ( si elles ont ni^mc direc- 
tion } , 0(1 qui sont parailcles et o^jiposées* Or , en faisant JV == o et 
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ii3. Examinons les cond^ions d'équilibre du système 
qui vient de nous occuper. Pour cela, si on en ôte l'une 
des forces, telle que PC"), l'équilibre ne subsistera plus, 
et il sera toujours possible de composer les autres puis- 
sances en une seule R ; jR sera déterminée de grandeur 
et de position par les équations («) : et pour que la force 
P(") produise l'équilibre , il faut qu'elle soit égale e^ 
directement opposée à la force R. Ainsi jR = — PC'*) , et 
l'équation Xy — Yx = n de la puissance R , doit être 
aussi celle de la force PC"). En passant tout dans un seul 
membre, et observant que Xy — Xx est=ilr= — PC'»);?C";, 
on en conclut que les équations d'équilibre sont au 
nombre de trois , savoir : 



X' -}-X" 4-etc. = o ^ 

r +I"''+etc. = o( ^^^ 

py+PV-f etc. = G ' 

ou xy— Fa?'+X//y— F'a;"4ietc. =o 

Nous avons omis ici les termes en PC") , parce qu'ils sont . , 
àe même forme que les autres.^ 

Pour appliquer ces équations à un cUmple , cher- 
chons la pression qu'exerce sur un axe, fixé en deux de ses 
points, une force parallèle à cet axe. L'axe AB étant retenu Fig. 55. 
sur deux tourillons A et B, le problème revient à demander 
qiicllessont les forces-qu'il faudrait appliquer en ^ctJ^pour 
retenir cet axe, sans le secours des deux appuis fixes, lors- 
qu'une force R parallèle à /fB agit de C vers D sur le corps 
qui est retenu par cet axe. Faisons AÇ::=zBl)z=r^ ÀBzi^a; 
concevons en A deux forces iUet Ç dans les directions 
AM et AQ de l'axe et de sa perpendiculaire , et agissant 

J*' = , on trouve iR = o et r = oo . en sorte qu"'on reconnaît ce cas 
flogulier à ce caractère. 
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de u4 vers M et vers Q; puis en B la force S dirigée^ 
suivant 55, perpendiculaire h l'axe et de jB versiS (*). \% 
s'agit de déterminer les trois forces Ç, ifcfet 5, telles qu'eH 
détruisent la puissance R, Or si on prend A pour origine 
jiB ei AC pour axes , les équations (/ô) deviendront 

H — M=o, 5— Ç = o, ilr— 5a=p; 
d'ott K = M, S7=Q= ^^ 



a 



Ainsi Taxe est sollicité dans le sens j4B , coinme si ï» 
force R agissait suivant cette même droite ; de plus l'axe 
tend à tourner sur les points A ^l B en sens opposes et 
avec une action égale , dont la valeur est connue. 

II 4. L'équilibre pourrait aussi avoir lieu en supposant 
que le plan mobile soit fixé en l'un de ses points , de sorte 
qu'il ne puisse prendre qu'un mouvement de rotation 
autour de ce point. Or pour qu'il y ait équilibre, il n'est 
plus nécessaire que les forces s' entredétruisent ; il suffit 
que leur résultante soit dirigée vers ce point , car alors 
elle sera détruite par la résistance qu'il oppose (i3). Il 
fant par cousaient que les coordonnées de ce point mises 
pour 0? et ^ dans l'équation de cette résultante satisfassent 
à cette équation , si on veut que la droite scrivant laquelle 
cette résultante agit soit dirigée vers ce point. Prenons- 
le pour origine des coordonnées, alors a;=3:oetj' = o, 
donnant n = o , il s'ensuit que pour Véquilibre il suffit 
que la somme des momens soit nulle par rapport au point 
fixe, ou 



(*) Les forces M^ Q et S sont appliquées aux points fixes A et B 
de la manière la plus générale que le syslême puisse comporter. Quan( 
9l^ Sens suivant lesquels on dirige Taction d(ï ces forces, ils sont 
ici présupposés : mais si on leur eût donné toute autre direction y le 
calcul m()ine aorait rectifié les erreurs. 
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Pfp^ + Pllpl! -j- etc. = O (y), 

ainsi on retrouve le théorème clu levier (-voj'. n®». aS et 84)- 

Si l'équilibre n'a point lieu dans le système libre ; 
on l'établit aisément en introduisant une force dont la 
grandeur et la position soient déterminées par les con- 
ditions que nous avons examinées ; mais si le système a 
un de ses points fixe , comme on peut le prendre pour 
origine , il suffira d'introduire une force P qui satisfasse à 
l'équation (y). En désignant par p la distance de cette 
force au point fixe, on devra donc prendre P et p telles 
'^ qu'on ait Pp -j- P';?' -j- Pffp*f 4- etc. = o. Or cette équa- 
tion ne faisant connaître que l'une des deux quantités Pet/?, ' 
l'autre est entièrement arbitraire , ainsi que la direction 
de la force P: donc le problème est indéterminé. Dans 
ce cas on peut exiger que les quantités inconnues satis- 
&ssent à certaines conditions, telles que de donner à la 
pression sur le point fixe Une grandeur et une direction 
dëtenninées • • . » etc . 

• II 5. Concevons dans l'espace un corps solide dont les 
divers points soient sollicités par un système de forces 
quelconques, et désignons comme au n**. a8, ces forces 
parP% P^, . .. ; les angles formés par la direction de la 
force P' avec les axes des x , des y et des z par a', jS', y'; 
de même ce^, C^/, y''^ pour la force P'^, et ainsi des autres 
puissances. Comme ici les forces ne sont pas supposées 
concourir en un morne point , la position de chacune doit 
être en outre déterminée par celle d'un des points de sa 
directidVi , tel que son point d'application au système. 
Soient donc j/, ^', r^ les coordonnées du point d'appli- 
cation de la force P' ; ac^/, j'% r* pour celui de P^/, etc. 

Décomposons chaque force , au point même où elle est 
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appliquée, en trois autres respectivement parallèles auxx,* 
aux y et aux z ; soient X', y et Z' les trois composantes 
de P' ; de même soient X//, F^/, Z// les composantes de 
jP//, etc. • . . c'est-à-dire faisons 

Pr cos a' = X' ; P// cos a// = X^/ ; etc. " 
P' cos ^' = r^ ; P'^ cos ^H = F" ; etc. 
P' cos y' = ^' ; F' cos yfI = Z^; etc. 

Cela posé, concevons qu'on ait pris dans le système un 
plan fixé au corps solide et mobile avec lui ; prenons ce 
plan pour celui des xy : prolongeons chaque force jusqu'à 
sa rencontre avec ce plan. Les équations de la droite sui- 
vant laquelle agit la force P' sont 

x—x'=:A Ç^z-^z')^ y—yt=:B {z — z'). 

On verra , ( comme au n**. 29) que A-=l -— , jB = "■^-» 

Or pour obtenir le point où la droite rencontre le plan 
xy^ il faut faire zz=.o ^ ce qui donne pour les coor*- 
données a' et b' de ce point 

Z'x' — X'z' ^^ Zy — Tz' 

Z' y "* — 2,' . 

£n changeant les accens , on a les coordonnées des points 
analogues pour les autres forces. Concevons donc chaque 
puissance appliquée en son point de rencontre (i3) avec 
le plan xy ; et déeomposons-la en deux , Tune située dans • 
ce plan et l'antre perpendiculaire à ce plan. Nous* aurons 5 
ainsi deux groupes de forces , les unes placées dans le 
plan xy ^ et les autres (égales à Z% Z^ . • . , ) parallèles .^ 
ii Taxe des z. Or l'équilibre 11c peut avoir lien à moins ^^. 
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iju'il n'existe séparément dans chaque groupe (*) ; cher- 
chons les équations qui expriment cet état. 

i". Les forces parallèles aux z doivent satisfaire aux 
trois équations ( S , pag. 4a ) ; et comme la force Z' osl 
appliquée au point dont a' et 3' sont les coordonnées, on 
a pour les momens de Z% Z'a* et Z'h' ^ ou Z'x' — X'z^ 
et Zy — y'z'. Il en est de même des autres forces Z^^ etc. ; 
ainsi on a 

Z' ^Z'f +etc. = 0, 
Z'a/ — X'z* + Zllx» — X»zil + etc. = o , 
Zy — Tz' + Z'fy^ — F'r'7 + etc. = o. 

a\ Les forces situées dans le plan xy , doivent satis- 
&ire aux trois équations (iS) , n^. ii3. Décomposons donc 



(^) En efiet , 8*il n*en est pas ainsi , il ne peut arriver ^c les trois 
<18 soivans : i». Si chaque groupe est réductible h une seule force , 
Tégiiilibre ne pent aToir lieu. 

a^. Si Vun des deux groupes , par exemple celui qui est dans le 
flan xy^ n*est réductible qu'à deux forces (33 y III) parallèles, op- Fig* 19. 
posées et égales, représentées par P ex. H ( fjg. 19), et que Tautre 
groupe ait une résultante unique Z. Soit C le point où Z rencontre 
le plan ocy» Menons une droite quelconque ACy et décomposons la 
force Z en deux autres 4^ et 7^ parallèles et appliquées aux points 
yf et ^ où cette droite rencontre PetH: composons S et P ^ puis 
Tel M: il n*jr aura pas équilibre entre les deux résultantts, puis- 
q[a'ellet seront ntoées dans des pbns parallèles. 

3». Enfim si chaque groupe n'est réductible qu'U deux forces, pa~ 
Srallèles et opposées ; soient P et A les deux premières , après avoir 
décomposé comm* ci-dessus chacune des deux autres , qui sont per~ 
IHPodiciilaires an plan PABR^ en deux forces qui rencontrent Tune 
^P 9 Tantre AR ; on aura deux groupes de trois forces qui seront 
dans des pkns parallèles, chacun pourra être composé eQ une wnle; 
jbiUî on rtlombera dans le néme cas. 



/^ 
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il est aisé de rappliquer aussi à ce cas : car si Tune des 
forces, telle que P', a cette direction, on peut mener, 
par le point d'application de la force P, une droite pa- 
rallèle aux z , et ajouter au système dans cette direction 
deux forces P et Ç égales et opposées. En composant 
l'une d'elles, Ç par exemple, avec J^' on obtient une force 
unique S \ de sorte que la force P' est ainsi remplacée 
par deux puissances F tX S qui rencontrent le plan xj> 
Ainsi nos six équations devant avoir lieu , il ne s'agit que 
cl'y mettre pour chaque terme provenant de P', deux 
termes analogues en P et S, Mais il est clair que cola ne 
changera rien à ces équations , puisque la décomposition 
de P et *y reproduira les mêmes composantes que P, Ç 
et P' ; ainsi les deux premières donneront des termes qui 
s'entredétruiront , et il ne restera que ceux qui viennent 

116. L'équilibre peut exister sans que cependant les 
forces s'entredétruisent ; car si le système contient un 
axe fixe ou un point fixe, il sufBt visiblement que toutes 
les forces équivalent à d'autres qui soient dirigées vers 
cet axe ou vers ce point. 

1°. Si le système est, retenu par un axe fixe , que nous 
prendrons pour celui des z, en prolongeant chaque force 
jusqu'au plan xy\ et la décomposant comme dans le 
n**. ii5, on voit que les puissances parallèles à l'axe fixe 
ne peuvent produire le mo'uvement de rotation, le seul que 
le corps puisse prendre ; il est donc inutile de les consi- 
dérer. Ainsi il suffit que les puissances qui agissent dans 
le plan xy soient en équilibre autour d« l'origine fixe. 
Nous avons vu (ii4) que cette condition entraînait pour 
conséquence l'équation (y) ou * 
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laquelle n'exige d'ailleurs aucun changement pour être 
appliquée au cas présent. On en conclût que , pour qu'un 
corps solide soit en équilibre autour d'un axe fixe , il faut 
que les deux groupes de composantes qui sont dans des 
plans perpendiculaires à cet axe aient tes sommes de leurs 
momens égales par rapport à deux plans rectangulaires 
passant par l'axe. 

Si on C9nsidère que X\ et V^ sont des composantes de 

P^ parallèles aux x et aux y ; que d'ailleurs dans le plan 

qui contient ces composantes ( il est perpendiculaire à 

l'axe fixe et passe par le point d'application d^ P' ) , Xy 

et Y^x^ sont leurs momens par rapport au point où ce 

plan coupe l'axe , on voit que Xy' — - K'jc' est le produit 

de la composante de P^ dans ce plan par sa distance à 

l'axe. Bien entendu que ce produit aura le signe de 

^^y — Y'x*, Ainsi il sera positif pour les forces qui 

t.endent à faire tourner dans un sens*, et négatif pour les 

autres. 

Tout corps solide retenu par un axe, et sollicité par des 
puissatices, est cequ'on nomme en général un Levier : la dis- 
tance d'unie force à l'axe est son Bras de levier. On peut donc 
dire que , pour qu'un levier soit en équilibre , il faut qu'a-- 
près avoir décomposé chaque puissance en deux , l'une pa*^ 
rallèle à l'axe fixe, Gaufre dans un plan perpendiculaire à 
cet axe, la somme des produits de ces dernières composantes 
par leurs bras de levier soit nulle. On trouve donc ain^j 
les cotiditiom d'équilibre du treuil et du levier, considérés 
dans tin état de généralité plus grand que nous ne l'avions 
fiiit d'abord ( n«». 84 et 97 ). 

2". Quand le système est retenu par un point fixe , que 
nous supposerons à l'origine des coordonnées , la condition 
précédente doit encore visiblement avoir lieu ; mai.^ elle ne 

9 
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suffit pas 9 car les forces Z', Z".... parallèles aux z ne sont 
plus inutiles à considérer: il faut que leur résultante passe 
aussi par l'origine. Or dans le n**, \\l^ ^ a' ^h' \ a*^ ^ VK . , • 
, désignent les distances de ces forces Z', Z'"^. . • . aux plans 
des j^z et des xz : donc les momens de leur résultante (38) 
sont Z'a' + Z"an + etc. et Z'h' + Z^fh'! + etc. Ces 
sommes devront donc être nulles pour que la résultante 
soit dans ces deux plans. Ainsi , outre la condition du 
n*'. précédent , on a encore deux autres équations. £n 
les mettant sous la forme convenable ^ on voit que pour 
quun corps solide soit en équilibre autour de V origine Jixe, 
il faut que les trois équations (i) aient lieu. 

On désigne les équations ( ^ et f ) par des dénomlna-^ 
tîons tirées de leur nature ; ainsi les premières sont nom- 
mées équations de translation , puisqu'elles sont destinées 
à indiquer que si le corps était réduit à un point, il ne 
serait pas animé d'un mouvement de translation : on ap- 
pelle les autres équations de rotation , parce qu'elles ex- 
priment que le corps n'éprouve point de rotation. 

£n rapprochant ce théorème de ce qu'on a vu ci-dessus^ 
on remarque que , i**. pour qu'un corps solide soit en 
équilibre autour d'un point Jixe^ il faut que les jorces qui 
agissent sur ce corps remplissent les trois conditions aux- 
quelles il serait assujéti, s'il y avait trois axes fixes rectan-* 
gulaires passant par ce point ; 2.\ pour qu'un corps solide 
libre soit en équilibre , il faut que les puissances qui le 
sollicitent satisfassent aux conditions nécessaires pour que 
l'équilibre ait lieu autour d^un point fixe , et qu'en outre 
si on transporte les forces parallèlement à elles-mêmes 
pour les appliquer toutes en un même point , l'équilibre ait 
encore lieu dans cet état, 

117. Supposons qu'il n'y ait pas équilibre dans le sy»* 
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time, et que cependant il n'y ait qu'une seule résul- 
tante R ; c'est-à-dire qu'en y introduisant une force égale 
et dicectement opposée à cette résultante , l'équilibre ait 
lieu. Soient X, K et Z les composantes de A, les six 
équations (^ete) devront donc être satisfaites lorsqu^on 
y comprendra les trois forces — X , — Y et — Z. Les 
trois premières équations , traitées comme à la page :S , 
conduisent aux valeurs [H) qui déterminent encore ici la 
grandeur et la direction de la résultante : ainsi il ne s^agit 
plus que d'employer les trois équations (f) à la recher- 
che des coordonnées x ^ y ti z du point d'application 
de cette force R. 

Pour abréger , faisons , 

L = (xy — F'*') + (irv— î^*'^) + «te- ^ 

M={Z'x'— XV) + {Zfx"— X'fzll ) + etc. 
iV= ( Tz* — Zy) + {Y^zf — Zilylf ) -f. etc. ' 

X, Yj Z, X, M et iV* représenteront des grandeurs 
connues, et les équations (i) donneront 




• • 
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équations qui doivent servir à déterminer x^y^ z. Pour 
cela il faut pratiquer l'élimination. Mais si on élimine 
deux de ces quantités , la troisième disparaît d'elle-même : 
ainsi en multipliant ces équations respectives par Z^Y 
et X , et ajoutant , on a 

LZ + MY+ NXz= o. . . .(0 , 

équation entre les doni\^es du problème , sans laquelle 
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les trois relations prëcéclentes ne peuvent avoir lieu à-la— 
fois , et qui , lorsqu'elle est remplie , désigne que , des> 
trois équations (f)^ Tune se trouve comprise dans le« 
deux autres : de ^orte qu'elles ne peuvent déterminer 
que àitxsfi des toordonnëes x^ y ^ z^ du point où la ré* 
sultante est appliquée ^ et que la troisième est arbitraire. 
Maris si l'équation (i) n'a pas lieu, les relations (9) ren- 
ferment des conditions contradictoires ( voy. mon Cours 
de Mathématiques, h^ 116). D'où on conclm qtre ^ /V- 
qnation ( §) exprime , entre les données du problême , une 
condition nécessaire pour que les forces soient réductibles à 
une seule, 

11 suit de là qu'z/Ti système de jorces ddfis Veèpàee ne 
peut en général être mis en équilibre a\^ec une seule force ; 
mais que lorsque Véquation à^ condition (ô) est satisfaite , 
il y a en cifet une résultante Unique ; lès équations (iî), 
pag. 26, en donnent la grandeur et la direction : on 
peut d'ailleurs prendre pourpoint d'application l'un quel- 
conque de ceux de là droite qui a pour équations les 
relations (ij) ; ainsi cette résultante est coniiUe. 

Par exemple , si les forces P, P^. . . • sont parallèles, 
on a a'=a"=..««;i3' = i8^....;y' = 7"=. .,.; et les 
trois équations {S) deviennent 

jR = JP'+i^+l^'"+ etc., «i±=»', tt^ffi yîssy'. 

Ainsi la résultante R est parallèle aux composantes et égale 
à leur somme. De plus , les valeurs £ ^ M ti N, sopt 

Z,=(Py+P//^'/+etc.)coSflt— CPV-f-i^a;'^+etc.)cosi8, 
itf=(P'«'+P^a:^+etc.)cosy— (P'r'.+F'r«^4.etc.)eos«, 
i^ =(P' z'+P''z//-(.etc.) cos^-. (Py +p«y/+ etc.)Co»y. 
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D'aflleon 
JK=;=£co64i, jrs=?Rco9fij Z^s^Rcç^y f 

donc Téqnation (ê) ^A toojours satisfaitje; ce qui pronvf 
qa'U y a une résaltanic unique. Pour en obtenir les 
équatipns nous prendrons deux des relations («) ; nous 
aurons 

(Rj—Py— P//^«^— ..)cos4r=(JRx--P'«'— P^x^— ..)cosi3, 
(i2«— JP V— P^o?^— .Oco5y- iR^—P'f:'—P^ «*—..) cos «, 

et comme la restante est ^ppliq^ée en un point quel- 
fonque de cette droite , les coordonnées a; , ^ et ^ de ce 
po^nt ne ^i^ a^ujëtîes qu^à 1^ condition de satisfaire à 
' ces éq]a^tions. En égalant à zéro le coefficient de cos m , 
dans la i**. , on retrouve ainsi les équajions (O), pag. 89. 

Ceci présente une exception ; c'est lorsque jR est nul : 

car si dans ce cas X, Jf et iV ne le sont pas aussi , il n'y 

^ pas équilibre : or Xj JK, Z sont nuls, et les équations (9) 

^e peuvent exister qu'autant que x ^y ^t s sont infinis. 

^^^ résultante est donc nulle et appliquée k une distance 

infinie. Cette circonstance a déjà été l'objet de notre atten— 

^lon {voy. pag. 3i }. 

Si l'équation de condition n'est pas satisfaite , alors il 
faudra ajouter deux nouvelles forces pour établir l'équi- 
^ tbre : en effet , introduisons dans le système une seule 
^orce appliquée en un point quelconque , et dont les 
Composantes X, Y tX Z soient prises telles que Téquation 
Oe condition ait lieu ; ce qui peut se faire d^une infinité 
^e manières. Ce second système n'aura visiblement qu'une 
^eule résultante , qu'on déterminera aisément d'après ce 
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qui vient d'être dit. On connaîtra donc par là deux 
forces qui seraient propres à produire l'équilibre. Ainsi 
dans un système de Jorces agissant sur un corps solide , 
il y a deux résultantes qui ne peuvent en général se com- 
poser en une seule : Vune de ces résultantes est arbitraire. 
Ainsi lorsqu'on veut assigner ces résultantes , le pro- 
blème est indéterminé. 

Si le corps était fixé à un point ou à un axe , il fau- 
drait pour produire l'équilibre, introduire dans le système 
une force qui satisfît aux trois équation^ (e) dans le pre- 
mier cas , et à l'équation ( ^ , dans le second. Il est évident 
que ces problêmes sont indéterminés, et qu'on peut dis- 
poser des quantités qui servent à assigner la grandeur , la 
direction et la positioii de cette force , excepté trois d'entre 
elles sMl s'agit d'un point fixe , et excepté âne s'il s'agit 
d'un axe. On peut donc se donner de nouvelles relation? 
entre ces indéterminées , demander , par exemple , que la 
pression sur l'axe ou le point satisfasse à certaines condi- 
tions etc.... Mais nous ne nous arrêterons point ici pour 
ne pas nous écarter de notre objet , d'autant ^ue la solu- 
tion de ces problêmes est implicitement renfermée dans les 
principes généraux de ce Traité. 
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ii8. QuASD deox tarots sont en équilibre 5 n on aug- 
mente Finit d'eflcs , die dnl prévaloir sur Fautre : cette 
observation réduit les cooditioiB an mouvement dans les 
machines à la théorie de leur éqnililnv. Cependant, comme 
les puissances épronrent dîfierens obstacles , nous allons 
traiter particulièrement de Fétat eu un système doit être 
amené peur que cet équilibre soit sur le point d^étre 
rompa. 

n résulte de ce ^^00 a tu dans le chapitfe précédent , 
qa^on peut toujours établir Féqnilibre entre deux forces 
quelconques , et qu'il ne faut pour cela que disposer con- 
venablement les machuirs dont nous venons d^exposer lt§ 
propriétés ; mais en augmeitfant ainsi FefTet d^nne puis- 
sance , on tombe dans un inconvénient inévitable. L'expé- 
rience est d^accord en ce point avec la théorie, et on peut 
établir connue un (ait constant que , dans tontes les ma^ 
chines, on perd du céié du tenu ce qu*on gagne du côté 
de la pmssance. On peut bien faire , par exemple , qu'un 
seul bonune élève le même poi& que trente ; mais il sera 
aussi trente fois plus de tems à Féîever d'une même hau- 
teur. La vérité de ce principe dans le levier est évidente : 
il en est de même du plan incliné. Nous ne nous arrête- 
rons pas à démontrer qu^ a lien dans les autres machines. 
( Voy. la Mécanique , n*. 129 ). 

Le but n^est pas toujours d'éviter l'emploi du itu»^ 
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et il arrive souvent que la durée en est assez indif&rente : 
on peut même faire servir avantageusement ce qui , dans 
beaucoup de cas serait un obstacle, et tirer parti d'une 
' force donnée de manière à faire parcourir un grand espace 
à la rési5tance. Les organes du mouvement de presque 
tous les animaux offrent un exemple de' la manière dont la 
nature s'est servie de cette propriété : les muscles ont leurs 
points d'attache sur le^ os à la partie qui est voisine des 
articulations, a^iitour desquelles les os doivent tourner lors- 
que les muscles se raccourcissent ; il résulte de là que 
l'autre extrémité des membres parcourt un grand espace. 
Un procédé semblable peut servir à rendre un très^petit 
mouvement plus sensible. > 

Il arrive aussi quelquefois que la grandeur de la force 
est presque indéfinie , et qu'on demande que ses effets 
soient rapides ; le choc de Teau ou de l'air contre les 
ailes d'un moulin en sert d'exemple. Mais c'est nous éten- 
dre assez sur cet objet , passons maintenant aux résis- 
tances que les puissances éprouvent par l'effet des machines 
' mêmes. 

119. Lorsqu'un cprps est placé sur un autre, les parties 
saillantes de l'un s'engagejit dans les parties rentrante*: de 
l'autre ; les surfaces les mieux polies ne sont pas exemptes 
de ces petites inégalités. Lorsqu'on veut que l'un des' deux 
corps glisse sur l'autre , il faut donc dégager ces inégalités 
ou les rompre : la force qu'il faut employer pour vaincre 
cette résistance , est celle qui va nous occuper ici ; elle 
doit ou soutenir une partie du poids du corps en le sou- 
levant pour ainsi dipe , ou briser les parties qui sont 
mutuellement engagées : c'est en cela que consiste le 
Frottement, 

Le frottement tçnd donc à détruire les machines, et exige 
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«ne action plu* grande pour faire pisser up mobile à l'état 
de mouvement. Il y a deux espèce? de frottement; la pre- 
mière 9 lieu lorsqu'un corps doit gjisser $ur un autre; la se- 
conde lorsque l'une des deux surfaces juxXf-posëes roule sur 
l'autre : ce dernier frottei^ent est beaucoup naoindre que 
le premier, car on vojit que le mouvement de rotajtion 
contribue en partie ^ dégager les aspéritjés. C'est ,poujr 
ralentir la vitesse d'une voiture qu'on Enraiiç lorsqu'on 
veut descei^re une montagne rapide , a6n d'augmeiiter 
le frottement qui devient par là de U prençiière espace. 

Le 'i^ottement tient à ^ne multitude de circonstances 
que le calcul ne peut seul enibrasser, car il fa^t faire en- 
trer en considératioi) le poli des surfaces 9 la température 
et l'Jiumidité de l'atmosphère \ l'affinité "des substances , la 
vitjssse du ^louvement ^ etc, 11 faut donc avoir recours ii 
l'expérience poyr perfectionner ce qu'elle fera connaître , 
et prévoir ce qu'elle ne dira pas. 

I^o. Voici ce q«e l'^^érie^ce apprend : 

I*. Eê frottement yarie pour des surfaces diffiremf^ 
ment polies. Ainsi on peut le diminuer en polissant Us 
surfaces, ou en bouchant les pores avec quelques âubfr- 
tances qui n'augmentent pas l'adhér-ence ,. telles que les 
huiles , etc. 

2*. Le tems influe sur l'adhérence des corps. On attribue 
cette influence du tems k la 'flexibilité des parties qui 
composent les corps , qui permet à leurs surfaces de s'en- 
gager davantage. 

3®. Deux surfaces de même nature iprowent un frotte^ 
ment plus grand que deux surfaces de matières différentes 
également^ polies. C'est pour cela qu'on fait rouler les 
ossieux , qui sont d'acier, dans des boites de cuivrr. 

4**. Le jrottemtnt ne dépend pm de détendue des 
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conditions dMquilibre , en y ayant ëgard , il ne faut que h 
considérer comme une puissance ordinairiî , et la traiter à 
ia manière des autres forces. On cherchera donc la pres- 
sion normale qui a lieu au point de^ contact ; et la multi" 
pliant par f , on aura une nouvelle force à introduire dans 
les calculs , outre celles tjui agissent sur la machine. 

rife. 37. la». Appliquons d'^jbprd ces principes au plan incUiii. 
£mployo|:)s les procédés et la notation du n°. 74; la pres- 
sion ijT exercée sur le plan par les forces P' et P est 
comme on sait N:=zP' sin *' + P sin é , ainsi on a pour 
la force du froltejpeqty (P' sin é'+ P sin ô J ; force di- 
rigée dans le sens de la longueur du plan , ep opposition 
avec la puissance P que nous supposons ^tre sur le point 
de produire le mouvement. Ainsi on aura au lieu de 
l'équation (^, pag. y^t) , 

P cos « == P' cos ^'r\rj{ P' siu ^' + P sin I ). 

D'où on tire pour la force cherchée ^ 

_ P'{cof.f+fs\nf) 

cos 41 -r-y Sm # ^ 

* ' 

On peut, en opérant ici comme pour les ca^ je^pos^s(76), 
faire prendre à cette expression différentes formes. On 
trouve par exepiple, pour le cas de I9 p.esapteur^ où 

^ 

P^(sini+/cost) 
cos d — /^iné 

Lorsque P agit dans le sens du plan , on'a é = , d^oii 
jP = P* ( sin « +y cos I ) • . • •(ft). 
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Et lorsque P agit horîsontalement , = • , tt on a Fig. 37. 

P' ( sin . -H/co» . ) _ P' rtang . +/) 

cos f — y sin I 1 -—y taiig 1 ' 

ia3. La théorie du plan incline fournit, pour trouver/^ 
un moyen plus simple que celui qu^on a indiqué n**. 120 : 
en effet , quand un poids P' est placé sur un plan in- 
cliné qui fait avec Thorison Fangle t, il est clair que 
P^ sin I est la composante de ce poids dans le sens du 
plan , et que P' cos t est sa composante perpendiculaire 
à ce plan : ainsi /P' cos c est le frottement ; pour con- 
naître la direction que doit avoir le plan incliné afin 
que le poids P* soit cfn équilibre à Taide du seul frot- 
tement et sur le point de prendre du mouvement , on 
voit qu'il faut* que P' sin % zr^fP* cos 1 , d'où on tire 

ne 

/=tangi= -jg. 

11 réstilte de la que si an plate uà corps pesant quetr^ 
cùnqïte sur un plan horisùntal , et qtion incline ce plan 
jnsqiià ce que le corps prenne un mouvement naissant , 
l'angle t formé par ce plan avec Vhorison aura une tan-- 
gente numériquement égale à f : c'est ce qui a fait ap-» 
peler dans le cas présent f V angle du frottement. On peut 
calculer aisément cette tangente , c'est-à-dire la quantité y; 
puisqu'il ne faut que diviser la hauteur BC du plan par 
sa base AC. 

12^. Traitons maintenant l'équilibre du lexîer dans l'hy-Fig. 57. 
Pothèse dp frottement. Soit HG un levier traversé par un 
^''Ou circulaire dont le rayop soit Bm = b : concevons le 
'^vier Iretenu par un a^tc ou boulon B 9 dont le rayon 
^^îi sensiblement aussi = b : nommons M et iR les deux 
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TuL»' 67. forces qui agissent sur le levier , et considérons la pre- 
mière M comme destinée à prévaloir. 

Il est important de remarquer que les problêmes de cette 
espèce peuvent toujours être résolus à Paide des équations 
d'équilibre , aussi bien que tous ceux qui sont relatifs aux 
machines simples : nous en avons déjà trouvé un exemple 
dans la poulie (c)3). Ici, l'axe fixe qui retient en B le levier, 
peut être remplacé par une force Nj susceptible dn 
même effet , et par conséquent normale en m au boulon , 
772 désignant le point où celui-ci touche le levier. Le 
système sera donc tenu en équilibre par quatre forces; 
savoir: i". la résistance R ; a°. la force M qui lui fera 
équilibre , et qui sera sur le point de prévaloir sur elle; 
3°. une puissance N normale en m au boulon ; 4**- la force 
du frottement (120) qui est =/iV, et qui a sa direc- 
tion tangente en 772 à l'axe : cette force tend à faire tour- 
ner le levier en sens contraire de M, Pour exprimer 
les conditions d'équilibre , il faut recourir aux équa- 
tions (/8) n°. ii3 : faisons donc passer par le centre B^ 
pris pour origine , la droite Bx parallèle à M ; ce scra_ 
l'axe des x^ les abscisses positives étant comptées de 
vers X, Soient « et les angles que forment avec ce 
axe, les directions de R et àe N; et 772 , r les perpe 
diculaires BC , BA. Les équations (jS) deviennent ici 

M + jR cos a = iV cos P +/N sin I , 
jR sin * =r i\r sin ê — /iV cos 6 j 
Mm =: Rr •+• bfN. 

Les signes des termes sont fixés d'après les considéra — 
lions développées n**'. 2.^ et a6 en ayant égard au sen^ 
suivant lequel chaque force agit. On peut faire servir ces 
équations à trouver ilf , iV et I : en effet , la somme de& 
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^^ïTés des deux premières est . Fig. 57. 

expression qui donnera N quand M sera connue. En 
substituant pour JV sa valeur r-. tirée de la troi- 



^lème équation , et faisant , pour abréger 

C^'m» — ô») M^—2MR (ft'cos «+ fmr) = R^ {b^-^fr*) ; 
'd^oà on tire , en résolvant Féquation du second dçgré 
■».r D mrj'-f-3*cos<xdb^\/r7'(''*'+^'''''cos<x+r*)-3'sin'*itl 

772 *y* 0* 

Si les forces sont parallèles ce = o 9 et on a 

771 Y ^' 

Ces deux équations peuvent se simplifier par une con-r 
«idération particulière : comme on ne peut résoudre que. 
par approximation les problèmes relatifs au frottement, on 
peut supposer que b* est nul, puisque b est toujours 
fort petit par rapport à 772 et r : on a donc , suivant que 
les forces ont leurs directions quelconques ou parallèles , 

M=R\—±: t/(77i*+277ircos« + r*) >...(«) 

(_ 771 77;»^ r \ i • /j \ y 



b 



M=:rI—±. (77i + r)\ 



'W. 



•% 
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Tig^ 67. Il faut prendre, dans toutes' ces formulée, le signe su j>é- 
rieur pour le cas où la /force M doit être sur le point 
de prévaloir, et le signe inférieur dans le ca& contraire • 

Lorsqu'on ne fait point entrer le frottement en consi^ 
dération, on peut aussi traiter la question de l'équilibre ^atr 
h méthode précédente : on voit que sai^ |tàirler de Vél^^ 
gance de cette solution, elle a beaucoup plus de généra1j<.« 
que celle qui a été donnée (84) » puisqu'on peut y re- 
garder comme inconnues trois quelconques des quantitié-s 
M, Jî , * , ^ , iV", 772 et r. Il nous sufGra ici de faire /=c^^ 
et nous aurons y = ao , d'où 



r 



m 

r 

l'expression Mz=Rk — comparée aux équations ( * et • ). 

montre de combien M doit être augmentée pour être sai 
le point de prévaloir , ou doit être diminuée pour fair( 
seulement équilibre ^ en ayant égard au frottement. 

Nous avons supposé ici que l'axe ne faisait pas corps 
avec le levier ; mais il n'en est pas ainsi dans beaucou] 
de cas , tels que dans les canons , mortiers à bombes , etc.» 
Alors cet axe est mobile dans des crapaudines fixes. 11 estais^ 
de reconnaître que le système est le même que ci-dessus ^ 
excepté que le point de contact étant à l'opposite en n^ 
la force y* iV, qui provient du frottement, doit être ap- 
pliquée en ce point, et dirigée en sens contraire. Ces 
considérations font voir que le problême est ici^le même 
que ci-dessus , excepté que y doit y être mis avec im signe 
différent. Or , comme les résultats que nous venons 
d'obtenir ne renfermenl que/*, ils ont encore lieu pour 
ce cas. Il 
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îiiS. Le problème de la poulie avec ou sans frottement , FJg* ^7* . 
pourrait être résolu de la même manière ; miais il est plus 
simple de faire les deux bras de levier égaux , ou m ;= r , 
cette considération change les équations précédentes en 

7n'^'4-^*cosarh&V^f2?72'^*(i4-cosa) — ô*sin'«] 

ou M^R ^—^ ; ^ y 

rreq" — ^' 

suivant que les forces ne sont pas ou sont parallèles* 
Si on néglige 3*, il vient 

M=:/l(>± — xcosi^), M=r(x±.^^. 

^ mq "" ^' \ mq) 

126. On pourrait résoudre le problême du frottement 
dans le treuil de la même manière ; mais ici les forces 
étant disposées dans l'espace , il faudrait appliquer les 
six équations (^et c) n°. 11 5. L'élimination serait alors 
fort laborieuse ; et on aurait pour résultat une équation 
du quatrième degré si compliquée , qu'elle "ne pourrait 
être d'aucune utilité. Au reste , on peut appliquer' ici , 
d'une manière assez exacte , ce qui vient d'être dit sur 
le levier, puisque si on projette tout le système sur un 
plan perpendiculaire à l'axe de rotation , on n'a plus à 
considérer que des forces dans un même plan , appliquées 
a un levier. Nous ne nous dirons rien de plus sur cet 
objet. ^ 

Pour traiter de la même manière la vis, en ayant égard 
lu frottement, les équations sont si compliquées qu'elles 
sont de peu d'usage ; c'est pourquoi nous ne nous y arrê- 
terons pas. 

10 
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NOTE IV. 



Sur la roibeur des cordes. 

X27. Lorsqu'on emploie des cordes dans des machines 
de rotation , elles doivent souvent être capables de résister 
à un effort considérable , pour transmettre , sans se 
' rompre , l'action du moteur : le diamètre de la corde 
doit donc entrer en considération. L'expérience a fait voir 
que cet effort s'exerce suivant l'axe de la corde , en sorte 
que , s'il s'agit d'une poulie ou d'un treuil, il faut ajouter 
le rayon de la corde à celui du cercle que tend à dé- 
crire la force qui la tire. C'est ce que nous avons déjà 
fait remarquer, n**. 98, et il ne reste rien à dire à cet 
égard, 

128. Comme les cordes ne sont pas parfaitement flexi- 
bles f lorsqu'on les emploie dans les machines , il faut i 
augmenter la force qui doit être prépondérante : voici 
l'idée qu'il faut se faire de cette augmentation. Soient 
3Pîg-Xj,deuX forces P et P' sur une poulie : si la puissance P 
l'emporte , il est clair que la corde GP^ doit d'une part , 
se courber en C dans la gorge de la poulie , et de l'autre 
se déployer en /f , pour conserver la direction HP de la 
puissance P, Or , si celte corde est absolument rigide, co j 
double effet n'a pas lieu , et d'un côté le poids P' se ; 
trouve porté verticalement au-dessous de quelque point î 
de la droite horisontale GE , ce qui rend le bras de le- i 
vier de la force P^ plus grand ; tandis que de l'autre i 
côté 9 celui de l'autre puissance serait au contraire rendu 
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plus petit: on n^aurait donc plus Ps=:Q pour la con* Fig. 4i« 
dition de l'équilibre. 

Si la corde n'est qu'en partie rigide , l'effet ci-dessus 
indiqué n'a pas lieu en entier : on a observé même que 
dans la pratique , le raccourcissement du bras de levier 
EH est sensiblement nul ; c'est-à-dire qu'on peut no pas 
avoir égard à celui des deux effets, qui est produit par 
le défaut de flexibilité de la partie IHP correspondante 
à la force P, qui est supposée prévaloir. Ainsi pour 
faire entrer en considération la roiJeur de la corde em* 
ployée dans une machine , il ne jaut qu augmenter le 
bras de levier de la résistance P' d'une quantité con'-* 
venahle q. 

Il reste maintenant à connaître cette quantité q : pour 
cela , obsei-vons qu'une corde résiste par deux caisses 
aux efforts qu'on fait pour la ployer. La prcniicre est due 
à la tension de la corde et lui est proportionnelle , elle 
sera donc = hP' ; la seconde est produite par son our- 
dissage , et on peut représenter par a la force nécessaire 
pour la vaincre, a ti b 9ont ici , comme on voit , des 
coeHiciens indéterminés. Ainsi pour une même corde 
-f- bP' pourra représenter la force nécessaire pour la 
fléchir. Mais si on prend une autre corde dont le dia- 
mètre D soit différent, on pourra dire que, toutes choses 
égales d'ailleurs , la force qu'on doit employer est pro- 
portionnelle à une certaine puissance 71 de X> ; car la 
force nécessaire pour ployer une corde croît avec son 
diamètre : cette puissance décroît , au contraire , avec le 
rayon r de la poulie ; 

(Û + 3PO 

r 

pourra donc représenter la force nécessaire pour vaincre la 
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Fig. 4ï« rotdciir de toute corde : n est encore nne quantité indéter- 
minée. Cette valeur est raccroissement qu^ondoit donner à 
la force P pour qu'elle soit sur le point de prévaloir; or on 
a d'ailleurs Pr=P'(r-|-^) : et comme dans le cas d'équi- 
libre P— P' = G , P — P' ou P' X est une autre va- 

r 

leur de cet accroissement ; en égalant ces valeurs on a 



d'où 



ou 



y=^(''+*^')- •••(')• 



Cette équation n'est , il est vrai , fourme que par des 
considérations générales qu'on ne peut pas regarder comme' 
rigoureusement représentées par notre analyse : cette 
expression renferme d'ailleurs des coefficiens inconnus , 
w, û, b^ variables d'une corde à une autre. Mais il est 
un moyen de se convaincre que l'application à la pra- 
tique en est entièrement exacte, et de trouver la valeur 
' numérique des indéterminées /i , c et ^. 

On choisira uîie corde , et la ployant sur la gorge d'une 
poulie , on lui fera porter deux poids ; on augmentera 
l'un d'eux convenablement , on verra de combien il doit 
excéder l'autre , poiïr être sur le point de prévaloir : on 
aura ainsi une valeur de P — P^, telle que /c ; d'où 

( û + ^P') = fc. En réitérant plusieurs fois la même 

expérience , et changeant de poids , de corde ou de poulie, 
on se procurera autant d'équations semblables dans les- 
quelles les nombres n , a et ^ seront les mêmes , et ^^ 
comprendront seulement des valeurs différentes, mais con- 
nues, des quantités D, r, P ci k. Trois de ces équation* 
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serviront à faire connaître les valeurs de n^ a ci b à Fig. 4i.' 
Taide de Féliminatioil ; en substituant ces valeurs dans 
les autres relations, elles devront être satisfaites d^elles- 
mémes, ce qui conduira à s^assurer si la formule (t) 
a Pexactitude qu^on désire. 

Coulomb j à qui on doit cette ingénieuse théorie , a 
trouvé que la quant^é n était ordinairement i , 7 ou 1,8, 
et que par conséquent la résistance était à-pcu*près pro- 
portionnelle au carré du diamètre de la corde ; mais elle 
varie d'ailleurs, et devient même i, 4 lorsque la corde 
est très-usée. Voici les résultats auxquels il est parvenu , 
exprimés en poids anciens : 

deSofilsdecarrct xa=4i2.. bx 100= 9 

à^^^f'^^ 

de 6fils 

Corde ( ^^ ^^ ^*^^ ^^ carre t 
goudron- / de 1 5 fil s 



oée. I 



de 6fib, 



— i,a.. 


-5,1 


= 0,2.. 


= 3,a 


— 6j6.. 


=11, G 


— 2,0.. 


- 5,6 


-0,4" 


-3,4 



NOTE V. 

Sur les roues dentées. 

p. ^ lag. Nous avons assigne dans le n*. loo , le rapport qui 

doit exister, dans le cas d'équilibre d'un engrenage, enire 

les forces qui agissent sur les roues ' extrêmes : mais il 

est souvent utile d'en évaluer les vitesses , qui sont fort 

inégales. £n effet les roues n'accomplissent pas un tour 

entier dans le même tems; car la roue B étant supposée de 

loo dents , et le pignon <z de lo ailes, à chaque tour de la 

roue A et de son pignon , la roue B ne fait que le dixième 

d'un tour. De sorte qu'il faut lo tours du pignon a pour 

que la roue B fasse un tour entier, et ainsi des autres. 

Soieqt ^% ^'',** . .^C") les nombres de dents des roues, 

fc% ft",...fe("' les nombres d'ailes des pignons; 2V^,2\r*...iV"C'*) 

les nombres de tours que font en même tems ces diverses 

roues. Après iV' tours , le pignon a aura fait passer jRP ^ 

ailes dans les dents de roue B ; pareillement cette roue 

faisant dans le même tems JV tours, aura fait passer iV'^^* 

dents dans les ailes du pignon a : or il a dû passer autant 

de dents de la roue que d'ailes du pignon ; donc on a 

N'k' = N'fq" ; en raisonnant de même pour les autres 

roues , on trouve 

a N' h' =Nfi q^ 

h \mkfl =N'" f* 

pour le pignon . . ( c N'^k" = N»f'ql"' 

etc etc. 

\ i avant-dernier,iVC"-"0A:('»-'0=2VC«)f('*), 
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On peut, comme ci-dessus, multiplier ces équations deux Fîg. 4G. 
k deux 9 trois à trois , etc. pour connaître les nombres de 
révolutions que font les roues dans le même tems. 

Si On les multiplie toutes , on a 

N'kkl'k". . . .iC—O = JVC») ^"/Y"'- • • -Ç^"^- 

Ainsi les nombres de tours de la première et de la der^ 
nîère roue sont entre eux comme le produit des nombres 
de dents des roues est au produit des nombres d'ailes des 
pignons» On observe qu'ici AC") et ^' n'entrent pas, parce 
qu'il n'y a ni dents à la première roue , ni ailes au der- 
nier pignon , ou du moins parce qu'ils sont inutiles à 
l'état du système. 

En général notre équation sert à résoudre ce problème : 
de ces quatre choses , les nombres 'de tours de la première 
et de la dernière roue, les nombres de dents des roues et 
de leurs pignons 9 trois étant données^ trouver la quatrième^ 
On prut donc se servir de cette équation pour trouver les 
nombres de dents et d'ailes d'un rouage , en supposant 
connus les nombres de tours de la première et de la 
dernière roue ; mais on volt qu'ici le problème est très- 
indéterminé , car il consiste à trouver ( outre le nombre dô 
roues qui est arbitraire ) A% A" . . • . A("—0, ^", g"'. . . .^C") , 
étant données iVC") et N' : mais comme ces valeurs sont 
toutes entières , cela particularise un peu la question. 

Si , par exemple , on veut employer quatre roues , et 
faire en sorte qu'à chaque tour entier de la première D, 
( à laquelle on suppose le moteur jR appliqué ) la der-- 
nière ^ , en fasse 1 120 : on fera N^^ = i , iV' =: 1 120 , 
et notre équation deviendra iiaa.i'.At".AE'".=^".9'".^'^» 
On peut se donner arbitrairement quelques-unes de ces 
quantités , mais il faut ensuite déterminer les autres de 
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Fîg. 46. sorte qu'elles soient entières : ( consultez mon Cotirs de 
Mathématiques, n°\ 117 et 546). Oir aura soin de prendre 
les valeurs de ^'% (f" ..,, plus grandes que k'^ À". . . . et 
entières. 

Soient prises , par • exemple , pour fc", A'", ^'", q^^^ les 
valeurs respectives 10 , 12, 80 et 84 ; notre équation sera 
réduite à 20 At' =:f'^ On est conduit à une équation in- 
déterminée , qui ^. traitée par la méthode connue, admet 
pour hf toutes les valeurs entières et pour q-^ des nombres 
SLO fois plus grands ; par exemple fe' = 4 ? q^l :=. 80. 

Les applications qu'on a faites de ces principes à l'hor- 
logerie sont très-ingénieuses ; mais ce n'est pas ici le lieu 
de nous en occuper: on les trouvera développées dans mon 
Traité de mécanique , n°*. ii4 et ii5. 
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points d'application des forces. Des obsiades propres à détraiie 
les puissances. 8 

2. Parallélogramme des Jorces» 

« 
i^HiS. La résultante de deux forces qui conconrent est sitné 

dans leur plan , et dans Tan^Ic qUe fbrnicnl leurs directions : 
si Tune de. ces forces croit seule , la résultante se rapproche de 
sa direction ; et si les puissauces sont égales , la résultante di- 
vise en parties égales Tangle quVlIes forment entre elles. 

l6 et 17. Recherche de la ré.nltante de deux forces qcd concoD» 
rent , elle est représentée en grandeur et en direction par la 
diagonale d:i parallélogramme construit sur des longueurs pro* 
portionnées aux coniposantes et prises sur leurs directions. 

18. Trois forces en équilibre , ou deux composantes et leur ré— 
sultante , sont telles que cliacune est proporti(Mine1Ie au sinus de 
Tanglc formé par les directions des deux autres , et peut être 
remplacée par ce sinus. 
Quelques cas particuliers. 

Pour décomposer nue force en deux autres de directions rec- 
tangulaires , on trouve que chaque composante est le produit de 
la force donnée par le cosinus de l'angle que ces puissances 
forment entre elles. 

3. Des Forces qui concourent en un même point, 

79. Construction gui sert h déterminer la résultante d*un système 
de forces. 

20. Trois forces représentées par les arêtes qui forment Fun des 
angles tricdrcs d'un parallcli[)ipcde , ont leur résultante repré- 
sentée en giandeur et en diieclion par la diagonale de ce pa- 
ralîéliiHpède. 

31. Déterminer la résultante de trois forces qui concourent dans 
lesjjace, ou décomposer une force en trois atiires. 

JSote. Démonstration de deux théorèmes de géométrie analy- 
tique, j 
33 et 23. Compositioa analytique de plusieurs puissances en lutc 
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lenle , et équations d^éqnilibre , lorsque cet forces sont sîtaées 
dans le méuie plan. iS 

^. On doit regarder comme positives les composantes qui , dans 
le sens d'un axe , tendent à augmenter la coordonnée du point 
sollicité parallèle à cet axe^ et comme négatives les compo- 
santes qui tendent à dinjinner cette màne coordonnée. 
Autre moyen plus analytique de déterminer les signes. an 

aS et a6« f e moment do la résultante d un système de forces 
qui concourent et sont dans le môme plan , est égale à la somm* 
des momens des composantes. 

On prendra avec des signes contraires les momens des forces 
qni tendent à faire tourner en sens contraires , autour de Tori— 
gine des momens supposée fixe. L^idée de rotation n*est ici 
qn^accessoire. asi 

37. La somme des momeus des forces qni tendent à faire tour- 
ner dans un sens est égale à la sonune des momens de forces 
qui tendent \ faire tourner en sens contraire \ \^, quand il y a 
équilibre^ a^. lorsque l'origine des momens est prise sur la di- 
rection de la résultante. a4 

98 f 39 et 3o. Composition analytique , et équa'tions d'équilibre de 
forces qui concourent et sont situées dans l'espace. -' aS 

4. J^es Forces parallèles. 

3i. La résultante de deux forces parallèles leur est parallèle, est 
^■Ic^a. leur somme , et coupe la droite d'application en par- 
ties réciproques aux composantes. 38 

Sa. Décomposer une force en deux autres parallèles. La résultante 
de deux, forcei parallèles qui agissent en sens contraire est 
égale à la différence des composantes . et agit dans le sens de 
la plus grande : elles sont aussi réciproques h leurs bras de 
levier. Cas où ces forces sont égales. 3o 

33. Trouver géométriquement la résultante d'un système de forces 
parallèles. 33 

Da^s tout système de forces parallèles , il y a un point , 
qu'on nomme leur centre y qui ne change point et par lequel 
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passe toQ^oon leur rémluoite , lorsqu'on les fait tourner sur 
leur point respectif d^application , en cooserYanC leur parallé* 
lisme et leurs grandeurs, ou en £ûsant varier proportionnel- 
lement leurs intensité. 34 

34 r 35 et 36. Le moment de la résultante de d<hix forces paral- 
. lèlcs est égal à la somme des momens des composantes. De 
ce qu'on doit entendre par force négative et moment négatif* Ih, 

37. Composition par analyse des forces parallèles agissant dans 
Tespace. Xa résultante est parallèle aux composantes, égale k 
leur somme : coordonnées du point oii elle est appliquée. 37 

38. De ce qu'on doit entendre par les momens des forces parai* 
lèles relativement à un {dan. 39 

39* Coordonnées du centre des forces parallèles. ^ 4^ 

/|0. Lorsque des puissances parallèles situées dans Tespace sont 
en équilibre , elles doivent satisfaire aux conditions qu^expri- 
menr trois équations. 4^ 

' 5. De la Décomposition des forces. 

41. Moyen général pour décomposer une force en plusieurs au- 
tres. Ce problème est ordinairement indéterminé. 4^ 

6. Des Pressions sur les points et sur les axes fixes, 

43. La pression que des forces exercent sur le point on sur 
Taxe fTxe qui retient le corps qu^elles s(^citent , est (%ale e 
opposée à la force quil faudrait introduire dans le système, 
pour y produire Téquilibre, sans le sçcours de Taxe ou du 
point fixe. 44 

43. Des pressions exercées sur les deux appuis qui retiennent 
Taxe fixe , autour duquel le corps est assujetti à tourner. /^' 
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De la pesanteur et du centre de gravité. 

I. Propositions générales. 

Page. 
44 } 4^ » 4^ ^ 47* Dcfiniiions de la gravké, da poids, de la masse, 

/ et de la densité. ^fi 

43. Le centre de gravité d'nn corps est le point par lequel |>asse 
la résultante de tous les efforts verticaux , exercés sur chaque 
molécule par Faction de la pesanteur ; quelle que soit ia posi- 
tion du corps. Diverses propriétés de ce point. 4^ 

49 et 5o. Coordonnées du centre de gravité de tout système 
pesant. G>nditions qui expriment que ce point est situé à 
Torigine. 49 

2. Du Centre de gravité du périmètre des figures 

rectilignes, 

5i. Le centre de'gravité d'une ligne droite est sitné en son milieu. 5i 

53. Double moyen d^obienir le rentre de gravité du contour d'un 
polygone recliligne quelconque. . Jb, 

3. Vu Centre de gravité des aires planes et rectilignes. 

53. Le centre de gravité de tout parallélogramme est situé à Tin- 
tersection de ses diagonales. 5i 

54 et 55. XiC centre de gravité de tout triangle est sitné sur la 
ligne menée da milieu de la base au sommet, et au tiers de cette 
ligne , h partir delà base. 53 

56. Le centre de gravité d'un trapèze est situe sur la ligne qui 
joint les milieux des deux côtés parallèles : on la divise en 
trois parties égales , et le point qui coupe la division du milieu «n 
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deux parties réciproques k ces cAtcs est le centre de gravité 

du trapèze. 55 

57 et 58. Double moyen d'obtenir le centre de gravité de Taire 
d'un polygone rectihgnc ou d'un polyèdre q[uelcooque. 56 

4. Du Centre de granité des polyèdres. 

59. Le ceutre de gravité d'un paraUéliinpède est à Tintenectioa 
de ses diagonales, 5j 

60 et 61. I.e centre de gravité d'un prisme quelconque est an 
«milieu de la ligne qui joint les centres de gravité de ses 
bases. /(. 

6a et 63. Le centre de gravité de tonte pyramide est ntué an 
quart , à partir de la base , de la droite menée du sommet 
au centre de gravité de celte base. 6x 

64. Moyen d'obtenir le centre de gravité de tout polyèdre^ et 
même , par approximation , de tout oorpst 6t 



CHAPITRE IIL 
Des machines. 

65. Définition des machines ; usage auquel elles sont destinées. Ib* 

I. Des Cordes. 

66. Des machines fiiniculaires. Les cordes se comportent dans tout 
système comme si elles étaient des verges rigides , mais les 
puissances doivent nécessairement les tirer : tensions qu'éprou- 
vent les cordes. 63 

67. Des cordes qui se reunissent en un même nœud. 64 

68. De l'équilibre dans tout polygone fnuiculuire plan. Si n dé- 
signe le nombre dos cordons , ou a a /i — a , équations de oon- 
diiion auzcpclles les quantités qui enircnc dans le systàne 
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Vagc. 

d(Hv«iit sfttUfiiîre : il fiint que an de ces quantités soient données , 

et a/t — a inconnues. 64 

^. Si toutes les forces sont données , ainsi que la Ggure du po- 
lygone , a J ti scnlement .deux équations de conditions qui ex- 
primcàt que ces forces seraient en équilibre , si on les trans- 
portait porallèkîinent pour les faire agir sur le ni<?me point. 
Moyen de déterminer fiuns ce cas les tensions des cordons. 66 

On peut toujours établir l'équilibre dan» un polygone funi- 
cnlaire, en y introduisant une iionvcUe force partout où on 
Ycot , pourvu qu'elle satisfasse h lu condition précédente. 69 

I 

70. Cas où le polygone funiculaire est situé dans difî'érens plans. Ib. 

71. Si Tune des extrémités du cordon qui forme le polygone est 
fixe, Téquilibre est toujours possible. Pression que ce point 
éprouve. Ib. 

7^* On ne peut tendre une corde pesante parfaitement eu ligne 



droite. 



7 



o 



2« De V Equilibre d'un corps qui ne peut se mouvoir que 
sur une surjace , et en particulier sur un Pian, 

7^. Pour que des forces retiennent un point matériel en équilibre 
sur un plan , il est nécessaire , et il suffit que leur réiiuUante 
Soit perpendiculaire au plan. 71 

74* Lorsque le point n'est sollicité que par deux forces , il (but 
pour réquilibre deux conditions ; !<>. que le plan de ces forces 
^it perpendiculaire au plati donné ; 3^\ que les composantes 
des iorces dans le sens du plan soient égales. Equation q i ex- 
prime cette dernière condition. qi 

• 

^S. Valeur de la pression qu'éprouve le plan sur lequel le point 
«st retenu en équilibre. Ib. 

7^, Pour qifune force retienne un point pesant sur un plan in- 
cliné, il faut 1°. que le plan vertical qui p-sse par la forco 
soit perpendiculaire nu plan incliné ; 'iO. que la conditioti qu'ex- 
prime une équation ait lieu. 73 

^7 et 78. Cas où celle force est horizontale ou ngit dans le sens 
du plan. /^» 
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79 . liC poids , la puissance qai le relient en équilibre sax un plaii 
incline , et la pression que ce plan éprouve , sont respeciive- 
ment pr(^rliouneIs aux cosinus des angles formés par la direc- 
tion de la puissance avec le pian incliné, par ce plan avec b 
verticale , et par la puissance avec Thorison. En sorte qu^étant 
données trois de ces cinq quantités , le poids , la puissance , 
sa direction, la pression et Tinclinaison du plan, on peut tou- 
jours trouver les deux autres. ^5 

80. Deux poids en équilibre sur deux plans inclinés adossés sont 
entre eux comme les longueurs de ces plans. Jh. 

81. Lorsqu'un corps ne touche un plan quW un point, il faut 
pour l'équilibre , non-seulement que la résultante des forces 
qui le sollicitent , soit perpendiculaire h ce plan ^ mais encore 
qu'elle passe par le point de contact avec le corps. 76 

Pour que deux forces retiennent en équilibre un corps placé 
sur un plan, il faut qu'elles remplissent quatre conditions ^ 
savoir : 1°. qu'elles soient dans un même plan ; a», que leur ré- 
sultante ne laisse pas tous les appuis d'un même côté : la 3*. 
et la 4*' souc les mdmes que pour un point. 77 

S'il s'agit d'un corps pesant , retenu par une force en équi- 
libre sur un plan incliné , il faut 1°. quelle rencontre la ver- 
ticale qui fiasse par le centre de gravité de ce corps ; 2° que 
la perpendiculaire menée de ce point de rencontre sur le plan 
incliné tombe dans l'intérieur de la base sur laquelle ce corps 
est posé : il faut en outre les deux mêmes conditions que pour 
un point pesant. Ih. 

82 . De la pression quVprouve cliaque point de contact d'un corps 
avec un plan : ce problème est en général indéterminé. Du centre 

de pression. Ib' 

83. Lorsqu'un corps pesant est en équilibre entre deux plans in- 
clinés , il faut que leur intersection soit horisonlale et per})en- 
dicnlaire au plan qui passe par le centre de gravité du^corps 

et les deux appuis. Pression qn'ils éprouvent. 7^ 

3. Du Levier, 
8/|. Pour réqnilibrc de deux forces qui agissent aux extromil^s 
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(TixiM» fet^e it^gkÉ!^ reteDue en nn point fixe ; iî faut trois 
èonditkms, i». que les deux forces et le point d*appui soient 
dans un même plaa ;• 30. que les forcd tendent à faire tourner 
le levier dans des ^ens cftob^ircs ; 3^. çiè Irars momens pur 
rapport au point £ka. spimi %aux. 8d 

65» Si les déoK ÙKCcB^êimi parallèles, cette deinière cèndidon ' 
revient h dire que les puissances sont en raison întcrsc de leurs 
bras de levier.- • 8x 

86. Des divers problèmes qu'on peut se proposer sur le lerier. Jbi 

I 

87. De la pression quVprdnVe Tappui fixé. De ces cinq quan- 
tités , la force motrice , la résistance , la charge de Tappui et 
les iMitedons deice^ 'forces , tt«îs étant dôtmêeè les dttft atitres 
s^eAsûfent. • ' ' . * ' /' 8t 

â8. Si le levier est simplement posé sur son appui , la résultante 

' doit être normale au levier. iik 

89. liés trotS' géknN^ de lévleita ^ à'ea formétït , 1^ proprenîent parler, 
qu'un seul. Ih* 

90. Du cas oii le leviiAf' est pesant. 83 

qi et oa. De la romaine et de la balance. Si la balance est inexacte, 

^ ^■/■. ■.-, ■'•■ f • . . . - 

le poids est moyep proportionnel entre les deux poids qui lai^ 

font équilibre ; en 1^ changeant de bassin. $4 

■■-•»■■•• * 

■..•■' ' 

4. De la Poulie. 

■ M 

93. Ponr I e^ilibre de la ponlie file., le n« faot qu« cette seule 
condition , que la puissance soit ^le.à la résistance ; en sorte 
^e cette machine ne sert qu'h changer la dirccdon des forces. 85 

Si la poulie est mobile , il faut deu|t<x>nditions pour Téqui* 
libre : i<>. la force qui agit sur Taxe doit rencontrer Tare em- 
brasse par 'le. cordon en son milien ^ q9. riotenaité de cette puis- 
sance .est b celle de la force qui tire. le cordon , comme la 
corde de cet, arc, est an rayon de la poulie. Cette dernière 
coadiiion s'ea^rime par une équation très-simple. 86 

94* Conditinns dVquilibre d'un système de pooUes mobiles. 87 

95. Si ks cordons sont parallèles, la force est Ik la résistance; 

II 
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Paje- 
comxnc Tunité est à la puissance de a marqiiée par le nombre 

des poulies nubiles. 88 

96. Des poulies moufflées. 'Si les cordon) «ont panllèleâ, c'est- 
à-dire si. les rayons des 'pOulics croissent en prt^ression , dont 
la différence est le rayon de la pltis peâte pOnlie , le poids est 
égal^à la puissance multipliée par le nombre des cordons qui 
aboutissent h la mqu01ç mobile. , 89 

Cas oii les directions des cordons sont quelconques. Ih» 

5. Du Treuil, . 

97. Il faut deux condition» pour Féquilibr^d^pn treuil^ i<*. que 
les forces toident h le faire tourner en sens contraire ) ^®. «que 
leurs momens par rapport à Taxe soit égau^. . 90. 

98. Sur diverses ^èccs de treuils. . 9^ 

99. Pressions qu^pi^ouvent les .points. d*appKÛ i|ui.^^jienDei^t Taxe. '93 

... . 
6. Des Roues dentèê^» . 

-f ' I -' ■• **•"., '■ • 

^00. Lorsque plusieurs roués dentées engrènent chacune dans 
le ^gnoh de la rOue suivante , qu^une forcç téqd \ faire tonmer 
le système en agissant & ' la 'circonférence de là première roue y 
tandis que la résistance s'oppose à ce mouvement en agissant 
sur le dernier pignon,- la <foi'ce.,jest à la résistance, comme le 
produit des rayons des pignons est an produit des rÀ[<;ms des 
roueis. Pressions exercées sur Jes dents qn contact. '* 95 

10 1. Cals oh les àifesdb toutes ne sont pas parallèles. 98 



7. Du Cric. 



I > 



.u 



103. Dans féquilibre du cric simple, la puissance est & la r^is-^ 
tance, comme le rayon dit pignon est h celui de 'la mani- 
velle. Si le cric est coinposé, là force est à la résistance , comme ' 
le produit des rayons des pignons est au produit des rayons' 
des roues par le bras de la manivelle. Ih, 
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8. De la Fis. 

Page. 
io3. Gén^raiioQ de la vis ec de Tecrou. 99 

io4 et io5. IHns Téquitibre de la vis, la puissance est k la ré- 
sistance , comme le pas de la vis , est à la circonférence qac 
la puissance tend à décrire. loo- 

9. Du Coin, 

106. Lorsqu'une force est perpendiculaire h la tdte d'un coin , 
il faut pour réijuilibrc quatre conditions ; \*>. que les per- 
pendiculaires élevées siu- les faces aux dcmc points où elles 
touchent le torj» dont on vent séparer les parties , se rencon- 
trent sur un des points de la force ; n^. que ce plan soit 
perpendiculaire à lu tête du coinj S'', et 4°. que la puissance 
et les efforts que le corps c^ypose à Teffet du coin , soient res- 
pectivement proportipnnek aux cCtâ dii coill auxquels ils sont 
pcrpendieulaires. io3- 

Cas où le corps est retenu par un axe ,. un- point ou un 
plan fixes ^ pressions qui en résultent. Lo5 

207. Si le coin a pour base un triangle isocèle, la force est k 
la résistance , comme la tfâte du coin est à sa hauteur. 

10. Des Machines composées,. 

108. Moyen ^néral d'exprimer lies condilions d'équilihrc d'une 
madiine quelconque composée. loS 

10^ Dans iVquilibre de la vis sans fin, la puissance est h la ré- 
sistance, comme le produit du rayon du cylindre par le pas 
de la vis, est au produit du rayon de la roue par la cir- 
conférence que décrit la puissance. 10.^ 

xio. Des haqueu» ^^ 
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NOTE PREMIER^. 

Sur h parallélogramme ^es Jorcei, 
III. Dcmonstration analytique de ce t]iéor<'mc. . U 






NOTE II. 

De V équilibre d'un corps solide^ 

lia, Lorsçpe des forces situées dans un ..plan. agL^eai: sur une 
figure de forme ii^vax'iable , la grandeur, et la dire<;don de leur 
résultante sont déterminées par les munies conditions, çime si ces 
forces agissaient sur un même point , parallèlement ^ leurs 
directions. Le moment de la résultante par rapport à un point 
quelcofi^e du-pràn est égal à la somme des inoniens des com- 
posantes j ce qui fixe la situation absolue de cette force et donne 

f • 

l'équation de la droite* , suivant laquelle elle agit. 1 1 

Il 3. L'équilibré entre les forces dont on vient de parler est établi 
par trois conditions , dont deux sont les mêmes que si ces puis- 
sances agissaient sur un point : la troisième consiste eju ce que la 
somme des momcns des -forces est nulle. ii 

Pression qu'exerce sur un axe fixé en deux points , une force 
. parallèle à cet axe. { Il 

1 14* Pour que des forces dirigées dans un pbn soient en équilibre ^ 
lorsque le corps solide qu'elles sollicitent est retenu par un point 
fixe j il faut ^uc ce point soit situé dans le plan des forces, et 
que la soçame des niomens^ des puissances qui tendent à faire 
tourner ce corps dans un sens autour de ce point , soie ^ale h. 
la somme des uiomens des forces qui tendent h faire tourner eu 
sens contraire. la 

ï 1 5. Lorsqu'un corps solide est retenu en équilibre par des forces, 
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simées dans Tcspoce , elki doivent remplir six cooditioos , trois 
expriment que l'équilibre aurait encore lieu en appliquant cea 
forces à un même point , parallèlement à leurs direetions. Les 
trois autres expriment que si chacun des axes coordonnés était 
tour-h-tour supposé (ixtt , l'équilibre aurait encore lieu. 12% 

> 1 6. Pour qu*un corps solide soit en équilibre autour d^on axe 
fixe , il fuut qu^en décomposant chacune des forces en trois au- 
tres rectangulaires, dont Tune serait parallèle h cet axe» les 
deux groupes de composantes aient les sommes de leurs momens 
égales par rapjx)rt à deux plans qui ^ passant por cet axe , 
seraient i>crpendiculaires h ces composantes. Equilibre du levier 
eu général et du treuil. ia8 

Pour qu*un corps solide soit en équilibre , lorsqu*il est retenu 
par un point fixe , il faut que les forces remplissent les trois 
conditions auxquelles il serait assujetti, s*il y avait trois axes 
fixes rectangulaires passant par ce point. 129 

117. Lorsque l'équilibre n^exisle pas dans un système de forme 
invariable , il y a en général denx résultantes , dont Tune est en- 
tièrement arbitraire. Cas oii il n'y en a qu'une seule : équation 
de condition qui laprime cette orconstanoo. i3i 



NOTE III, 

Sur le Frottement. 

118. Dans les machines, on perd du côté du tenu, ce qu'on 
gagne du côté lie la force motrice. i35 

. 119, lao* Des deux espèces de frottement. Il varie avec l'état des 
surfaces et la matière des substances qui frottent : il ne dépend 
pas de rétendue des surfaces en contact. 

Le frottement est proportionnel à la pression. , il en est ordi- 
nairement le tici;s , ou le ipiart. i Z'j 

131. Moyen d'avoir égard au frottement dans les calculs relatif ans 
macliiaci. 13^ 
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Page. 

>t2a, 123* Du plan incliné en faisant entftr en cowsîd^ratîoo le 
frottement. De Tangle du frottement. i^o 

134 ^ 1^^ et 136* I^u levier et des autres machines de rotation , 
en ayant %ard au frottement. i4i 



NOTE IV. 



Sur la Raideur des cordes. 



127 , 128. De la manière de faire entrer la roîdeur des cordes 
dans le calcul de Féquitibre des machines. i46 



NOTE V. 



Sur les Roues dentées. 



129. Dans tout engrenage-des roues arec des pignons , les nombres 
de révolutions accomplies par la première et la dernière roue, 
sont entre eux comme le produit des nombres de dents des 
roues y est au produit des nombres d'ailes des pignons. 1 5i> 



Fin de la Table, 
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